Man untersuche, welckzle Gestalt das Tensorfeld zweiter Stufe
- XX X5
Aij(x1,X2) = ( 2 XX
beziiglich der Basis {(1,0),(0,1)} gegentiber einem Basiswechsel annimmt,
welcher durch Drehung der Basisvektoren, d.h. gegentiber Transformationen

- . cosp sind
X = aijxj mit &j = (—sinq) cosqn)

zustandekommt. Ist Aj; forminvariant?

Man untersuche, ob Ajj als ein Produkt von Tensorfeldern erster Stufe
gegentiber obigen Transformationen dargestellt werden kann.

Wenn A ein Tensorfeld zweiter Stufe [beztliglich der Basis {(1,0),(0,1)}] ist, dann
ist Ajj (Xm) = aiaji Al (Xn). B
A ist forminvariant genau dann, wenn Ajj (Xm) dieselbe Form als Ajj (xm) hat.
Augere Transformation der Matrixelemente: Man kann die Transformation aj
als Matrix mit Zeilenindex i und Spaltenindex k interpretieren. Man kann auch
Ajj als Matrix mit Zeilenindex i und Spaltenindex | interpretieren. Dann kann
aikajl Ak (xn) umgeschrieben werden als inneres Matrixprodukt; und zwar wie folgt

aiaj Au (%n) = aikAajl = aikAu (@), =a-A-a.

a' steht fur die transponierte Matrix; d.h. in Komponentenschreibweise (a');; = a;i.
cosh sing —XiXp —X5 cosp —sing \
—sing cosp X XX sing cosp /)

_ ( —X1%2COSP +X2sind  —x3cosh + X1 %2 Sind ) < cosp —sing )

X1X2SiNG +x2cosh  X3sind + X1 X2 cosh sing  cosp

cosp (—x1%2€osp +x5sing) +  —sin (—xax2cosp +x§sing) +
+sing (—x3cosp +x1X25iNG)  +cosh (—x5cosh + X x2Sind)

cosp (xixosing +x5cosp) +  —sind (Xixzsing + X2 cosp) +
+sing (x5sind + X1z cosp ) +cosp (X5sing + x1x2 cosp)



X1z (Sir? ¢ — cog¢) + 2X1% Sind cosp

+ (x4 — Xx3) sing cosp —X2sir? ¢ — x3c08 ¢
2X1X SiNG COSP+ —x1%o (Sif$ — cog¢) —
+x2cog ¢ + X3 sir ¢ — (X2 —x3) sin¢ cosp

Innere Transformation:

% — Ay 1 = X1C08p +X2Sing
X = anXj — X = —Xlsinq)_}_xzcom).
Ein Vergleich ergibt, daf3

—X1X2 = —(X1€08p +X2Sind) (—x1Sind +Xx2cosh) =
= — (—x¢sind cosp + X5 SiN cOSP — XX SINF  + X1 X2 COS §) =
X1%2 (Sirf ¢ — cog ) + (X — x3) sind cosp
X{ = (x1c08p+x2sind) (X1cosp +X2Sind) =
= X2cog § +x5sir? § + 2x1x2sind cosh
(—x1SiNg + x2cosp) (—x1SiNd + X2 cosh) =
X2 sin? ¢ + X3 COS ¢ — 2X1 X Sind cosp

S
I

und daf3 deshalb

beztiglich der gedrehten Basis
{(Cosq)v - Sinq))v (Sin¢7 COS‘I’)}

ist. Dies ist dieselbe Form als A(X1,X2).

Daraus folgt, daf3 A ein forminvariantes Tensorfeld zweiter Stufe gegentiber Dre-
hungen ist.

A kann faktorisiert werden, wenn A als Produkt zweier Tensorfelder b und c
erster Stufe [beztiglich der Basis {(1,0),(0,1)}] geschrieben werden kann:

A (%) = Bi(X)c (x).
Im gegebenen Fall

2
—X1Xp —X

Alxg, Xp) = ( X2 X x2 )
1 142



ist
b(X1,%2) = (—X2,X1),

und
C(X1,%2) = (X1,X2)-

Das ist leicht einsehbar, wenn man die Komponenten berechnet:

bici = —XXo = A1,
bic; = —X3=Ax,
boc1 = X =Ap,
boc; = XX = Ago.

b und c sind selbst Tensorfelder erster Stufe beztiglich der Basis {(1,0),(0,1)},
welche sich bei Basiswechsel durch eine orthogonale Koordinatentransformation
transformieren zu

b - cosp sind —X2 \ ([ —Xcoshp+xising \ [ —X
&by = —sing cosp X1 )\ xesing+xcosdp /)  \ X
o cosp sind X1\ _ [ Xcoshp+xgsing \ [ Xy
ajcp = —sing cosp X2 ]\ —xgsing+xcosp /) \ X% /-
Mit beliebigen Tensoren erster Stufe x = (X1,X2) iberschnitten, ergeben sich skalare

Invarianten:

bixi, = —XoX1+X1x2=0
CGiX = X%—l—X%.

Die Faktorisierung ist jedoch nicht eindeutig; z.B. gilt

2 2
x5\ _ (% X
Alxy,Xp) = ( X2 XX ) - ( X1X2 ) © (xz’l '



