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Anhang A: MATHEMATISCHE ERGANZUNGEN

A.1. Formeln zur Vektorrechnung

A.1.1. Vektorrechnung (dreidimensional)

Addition d=a+b=b+a = S (a+b)é , (1a)
it+(G+d)=(@+b)+d = Y (0, +b+d) e . (1b)
Skalare Multiplikation _
d=ci=dc = Y ca; & |, (2a)
c@+b)y=ci+ch = S cla+b)é& . (2b)
Skalarprodukt .S
c=d-b=b-a=> ab; (&-¢) . (3)

Gilt @-b= 0, dann stehen die Vektoren senkrecht zueinander, d.h. @ L b.

Betrag (Lénge) eines Vektors:

ld| =Vad-d=a (3a)
Vektorielles Produkt
F=dxb=—-bxd=>Y ab; (& x&) . (4)
,J

Gilt @ x b= 0, dann sind die Vektoren @ und b parallel zueinander.

Es gelten die Rechenregeln:

i-(bxd = b-(@xa)=¢c-(@xb) , (4a)
@x (bxa) @-ab—(@-beé , (4b)
(@xb)- (Exd) @-ah-dy—(@-d@-o |, (4c)
(@xb)? = a®b®—(@-b)> (4d)
Tensor—Produkt

< —

t =dob=> a;b; (oe;) =)t (€o¢) ()
i,j ,J

Spur eines Tensors zweiter Stufe:
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e—Tensor
Definition des e-Tensors:

+1 wenn ijk gerade Permutation von 123
gijk = 4 —1 wenn ijk ungerade Permutation von 123 (6)
0 sonst

Es gelten die folgenden Formeln (iiber doppelt vorkommende Indizes wird summiert):

Eijk€lmk = 5il5jm - 5im5jl ) EijkEljk = 204 EijkEijk = 6 . (6&)
Determinanten: . .
det (5:, ,5) =a- (b X 5) = sijkaibjck s (6b)
— 1
det t = eiutntjotis = 6 EijkEtmntitjmlen (6¢)
Einheitsvektoren
Fir einen Einheitsvektor € gilt
e€-e=1 (7)
Zerlegung eines Vektors a:
a=¢e(@ é)+éx(dxe) (7a)
Fiir ein Dreibein éf;) (i=1,2,3) gilt
€0 €y =05 €a) X €G) = EikCry - (7b)
Nabla—Operator
Der Vektoroperator
V= 0)= (5505 ®)
Y\ oz oy’ 0z

wird als Nabla—Operator bezeichnet. Mit seiner Hilfe konnen die folgenden drei grund-
legenden Differentialoperationen angegeben werden:

Gradient: grad ¢(7) = v o(7) = (0;0) = (%, g—(;j, %) , (8a)
_ Oa, % da,

Divergenz: div @(F) =V -d=d; a;

8x+8y+82 ’

Rotation: rot da(r) = V xd bzw. (rot @); = €ijx 05 a, . (8¢)
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Differentialoperationen zweiter Ordnung

Mit dem Nabla—Operator kénnen auch Ableitungen hoherer Ordnung gebildet werden.
Ein wichtiger Differentialoperator zweiter Ordnung ist der Laplaceoperator

.- 9?2 9 92
A_v-v_aiai_@+a—y2+@ , 9)

welcher auch als
div grad: divgrad 9=V - (Vo) =A¢ — A =div grad (9a)

geschrieben werden kann. Weitere Differentialoperatoren zweiter Ordnung sind

grad div: grad div @ =V (V-d) (entspricht 9; 9, a;) (9b)
rot rot: rot rot @ =V x (V x @) = grad div @ — div grad @ , (9¢)
rot grad: rot grad ¢ =V x (V ¢) =0 (entspricht e, 9; & @) (9d)
div rot: div rot @ =V - (ﬁ x @) =0 (entspricht g, 0; 0; ax) . (9e)

Aus Gleichung 9d ergibt sich die Moglichkeit, ein wirbelfreies Vektorfeld @ als Gradient
eines Skalarfeldes ¢ darzustellen

rot @ =0 = a=grad ¢ (9f)

wahrend sich aus Gleichung 9e die Moglichkeit ergibt, ein divergenzfreies Vektorfeld b als
Rotation eines Vektorfeldes @ darzustellen

div b=0 = b=rot @ . (9g)

A.1.2. Integralsitze (dreidimensional)

Linienintegral ¥ - .
[ a5 grad 6 = o(ip) ~ 6(7a) (10)
Ta
Hiebei gilt ds; = §* du, wenn ; = x;(u) die Kurvengleichung ist.
Stokes’scher Integralsatz .
/de - (rot @) :75 d5-a . (11)
F c

Hiebei gilt  d%f; = &4 % % du dv, wenn x; = x;(u,v) die Fldchengleichung ist.
Der Durchlaufsinn der Randkurve C' bildet zusammen mit de eine Rechtsschraube.

Gauflscher Integralsatz .
/ & div a:jé e -a (12)
v F

Man kann diese Integralsétze zur Veranschaulichung (oder auch zur Definition) der Gréfien
div, rot, grad verwenden, indem man infinitesimale Integrationsgebiete betrachtet.

Diese drei Integralsatze konnen ganz allgemein in der folgenden Form geschrieben werden,
wobei anstelle der Punkte ein beliebiger Ausdruck eingesetzt werden kann:
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/desi@i... N (13a)

Ta

/Fdzfl €ijk 8j e = fedSk s (13}3)
\%4 F

Greensche Integralsatze

Die beiden Greenschen Integralsatze sind Spezialfille des Gaufischen Integralsatzes:

| [(Vo)- (Vo +eny] = faFeve (14a)
| dr 6ox—x26) = § & (6Vx-xVe) . (14b)

A.1.3. Vektorrechnung (vierdimensional)

Vierervektoren
= = =
a=Yaé,=a"¢é, . (15)
14

Im letzten Ausdruck wurde wieder das Einsteinsche Summationsiibereinkommen verwen-
det, daB iiber doppelt vorkommende Indizes zu summieren ist. Wir verwenden griechische
Indizes, wenn die Summation iiber die Werte 0, 1, 2, 3 lauft und lateinische Indizes, wenn
die Summation nur iiber die Werte 1, 2, 3 laufen soll.

e , sind die Basisvektoren der gewéhlten Basis.

Ortsvektor zu einem Weltpunkt:

= = = = = =
T =ate,=ce,+re,+ye,+z¢e, bzw. at=(ct, x, Yy, 2) . (16)

Inneres Produkt zweier Vierervektoren:

i b=a7, v, =ay (¢,-F,) . (17)

e
<
=
I
®
<
]
=
I
oS O O

=)
I

—_
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Duale Basis

Definitionsgleichung;: = =

Fir die Basisvektoren gilt

:€>V = gyT :€>7— mit :€>M . :€>V = :€>M . gyT :€>T = gVT Jur = 5N , (]_9&)
woraus die Beziehungen
10 0 0
v 0 —1 0 0 v vT v
gu = g,ul/ = O O _1 O und gp, = g gT,u = 5;1, (19b)
0o 0 0 -1

folgen.

Darstellung von Vierervektoren:

?ZGM?M:%?V : (20)

Man bezeichnet a* als die kontravarianten und a, als die kovarianten Komponenten
des Vierervektors a . Die Umrechnung dieser Komponenten erfolgt gemafl den Gleichun-
gen

a* = g" a, , a, = Gy a ) (20a)

Das innere Produkt zwischen zwei Vierervektoren kann in der einfachen Form
=
7 - b =a"'b’ g =a,b, g" =a'b, (20b)

geschrieben werden.

Einteilung der Vierervektoren

Ein Vierervektor a wird je nach dem Vorzeichen seines Quadrates folgendermafien be-
zeichnet:

N a’>>0 : zeitartig
a:=4a-d=da, , a’>=0 : lichtartig . (21)
a> <0 : raumartig

Fiir zeitartige und lichtartige Vierervektoren ist das Vorzeichen von a” eine invariante

Charakterisierung der Richtung des Vierervektors. Gilt a® > 0, dann ist der Vierervektor
in die Zukunft gerichtet, gilt a° < 0, dann ist der Vierervektor in die Vergangenheit
gerichtet.
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Levi—Civita—Tensor

Definition:
+1 wenn uvpo gerade Permutation von 0123
ghP? = ¢ —1 wenn prpo ungerade Permutation von 0123 (22)
0 sonst

Es gelten die folgenden Summenformeln:

e ps = —006067 — 016760 — 515560 + 810007 4+ 605)80 + 61606, (22a)
ey = —2(0500 = 3003) (22b)
€aﬁy6€ugvg = —6 53 s (22(3)
e s = —24 . (22d)
Duale Tensoren
Der schiefsymmetrische (antimetrische) Tensor
1
Q" = 3 M (23)

heifit zu a* dual. Dieser Dualitatsbegriff kann auf Tensoren anderer Stufe ausgedehnt
werden:

1 .
at = ~5 ghol Aoy bl = gtPxp, . (23a)

Der Zusammenhang zwischen dem schiefsymmetrischen (antimetrischen) Teil al®! eines

Tensors a*” und dem dualen Tensor ist durch die folgende Beziehung gegeben:
all = % (@ —a"™) = —% M7 Gy (23b)

Schiefsymmetrische (antimetrische) Tensoren dritter Stufe kénnen in der folgenden Form
geschrieben werden:

a[,ul/p} — (a,ul/p 4 qPHV 4 qVPR — qVHP  gPVE a“p”) . (23C)

1
6
Differentialoperatoren
Da sich die Ableitungen
0 10 =
oM =—=|-—,-V 24
Oz, (c ot ) (24)
kontravariant transformieren, ist die Ableitung eines Vierertensors wieder ein Vierertensor
hoherer Stufe:

ot AV = BH (24a)
Die zweiten Ableitungen sind in der Kombination
1 02
O = —8“ 8# = —g ﬁ + (24}3)

ein invarianter Differentialoperator.
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A.1.4. Integralsitze (vierdimensional)

Bei kovarianten Integrationen kénnen folgende Elemente auftreten:

Linienelement dz* bei Kurvenintegralen,

Flachenelement d? £l bei zweidimensionalen Flachenintegralen, das dazu ”orthogo-
nale” Flachenelement ist d?f#,

Hyperflachenelement d? flmel (man verwendet besser den dazu dualen Vektor d3c*
= d3f#, welcher senkrecht zur Integrationshyperfliche ist und dessen Betrag dem
Inhalt des Hyperflachenelementes entspricht),

Volumelement d*z = dz°dz'dz?dz? (Pseudoskalar).

Explizit sind diese Elemente durch

ozt 0x¥  der

At dzF  dz¥ ou ou Ju
dat = du, dPfT=) L L dude, &= | B S5 S dudo dw
u =z
v v Ozt Oxz¥  OzP

ow ow ow
(25)
gegeben, wenn z# = x#(u) die Kurvengleichung, z* = x#(u,v) die Flachengleichung
und  2* = z#(u,v,w) die Hyperflachengleichung ist.

Raumartige Hyperflaichen

Als Begrenzung eines vierdimensionalen Integrationsgebietes oder als dreidimensionales
Integrationsgebiet sind raumartige Hyperflachen ¥(x) wichtig. Es sind dies die kovari-
anten Verallgemeinerungen von Hyperebenen (= dreidimensionale Volumina) bei kon-
stanter Zeit 2° = constant. Alle Punkte einer solchen Hyperfliche haben voneinander
einen raumartigen Abstand. Die Flachennormale ist ein zeitartiger Vektor. Das Hy-
perflachenelement ist durch

3ot = (dxldedx?’, dz?dz3da?, dz®da’da?, dxodxlde) (26)
gegeben und reduziert sich fiir eine Zeithyperebene ¥ mit 2° = constant auf
PBot = (d3'r 0,0, o) . (26a)
Integralsatz I (Gauf3scher Satz)
/v d*zo" ... = ) dPot ... . (27)

Hiebei ist V' ein beliebiger vierdimensionaler Volumsbereich und R(V') der geschlossene
dreidimensionale Rand dieses Bereiches.
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Integralsatz 11 .
— Ao’ — ddo”or :jé a2l . 28
2 /2 ( ’ 7 ) R(%) / (28)

Hiebei ist ¥ eine beliebige dreidimensionale Hyperfliche und R(X) der geschlossene zwei-
dimensionale Rand dieser Hyperflache.

Integralsatz III (Stokes’scher Satz)
@y, =4 det 29
/s O (29)

Hiebei ist F' eine beliebige zweidimensionale Fliche und R(F) die geschlossene Randkurve
dieser Flache.

Greenscher Integralsatz

Der Greensche Integralsatz ist wieder ein Spezialfall des Gauflschen Integralsatzes und
kann in der Form

d*z fOg —gOf _—j{ Aot fO,g — gO,f 30
/ ( g—g ) W) ( nd — g0y ) ( )
geschrieben werden.

Erhaltungssatze

Ein Spezialfall des Gaufschen Integralsatzes 27 ist auch die Gleichung

3 1 _ 4 " 3 1
/Edafu_/vdxafﬁ/ydafu , (31)

wobei die beiden Hyperflichen ¥ und ¥’ zusammen das Volumen V' einschlieflen (die
Hyperflachennormale von X zeigt hiebei aus dem Volumen V' heraus und die Hyper-
flaichennormale von ¥’ in das Volumen V hinein). Verschwindet nun die Viererdivergenz
des Vierervektors f*

" f,=0 (31a)

so kann das Volumen V' (und hiemit auch die Hyperfliche ¥') beliebig gewahlt werden.
In diesem Fall hangt daher das Hyperflachenintegral nicht davon ab, welche Integra-

tionsfliche ¥ man wihlt. Wahlt man eine Zeithyperebene z° = constant, so ist

Lo @ fu@) = [ dr ) (310)

unabhingig von der gewahlten Zeit 2°, wenn die Funktion f auf einem zweidimensionalen
Rand von ¥ (z.B. fiir || — o) geniigend stark verschwindet. Das Integral von Gleichung
31Db stellt somit eine zeitunabhangige Grofle dar, welche auch als Erhaltungsgrof3e be-
zeichnet wird.
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A.2. Kugelfunktionen

A.2.1. Laplace Gleichung

Die Laplacegleichung

Ap(T) =0 (32)
lautet in Polarkoordinaten r, ¥, ¢
xr=rsindcosy , y=rsindsingp , z=rcos? (33)
folgendermaflen:
(% 88—:2 r— 5 220 w)) o(r0,) =0 . (34)

Der winkelabhéangige Anteil dieses Operators ist durch

2
LX(0, ¢) = — (ﬁ 5% sin 196% + ﬁ 6a—<p2> (35)
gegeben. Die Eigenfunktionen dieses Operators sind die Kugelflichenfunktionen
Yim (9, ) (siehe Kapitel A.2.3)
LY@, 0) =11+ 1) Yin(0,9) , (—l<m<I, 1=0,1,2,...,00) . (35a)
Ein Separationsansatz
buntr 9,0 = " v, 0, ) (362)
ergibt daher fiir die Radialfunktion u;(r) die gewohnliche Differentialgleichung
[5—:2 — l(l;; 1)] w(r)=0 (36D)
mit der allgemeinen Losung
w(r) = A + Bt (36¢)
Die allgemeinste Losung der Laplace-Gleichung 32 lautet somit
oo+l 1
6r0,0) =3 3 [Aunt'+ B | Vil ) (37

Die Koeffizienten A;,, und By, werden durch die Randbedingungen fiir die Funktion
o(r, 0, ) festgelegt.
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Drehimpulsoperator

Der in Gleichung 35 angegebene Operator E2(19, ¢) ist das Quadrat des Drehimpuls-
operators

L:=—i(F xV) , (38)

welcher so wie L? nur auf die Winkel 9 und ¢ wirkt. Die Komponenten dieses Operators
werden zweckmafigerweise in den Kombinationen

, il 0 0
L+ = Lx —+ ZLy = e ¥® la_ﬁ —+ ZCOt’l9 %‘| (38&)
. 0 0
= — 7 = P _—— ) _—
L. = L,—il,=e¢ [ 59 +icotd 8@] (38b)
L, = —i % (38¢)

angegeben und erfiillen die Kommutator-Relationen
LxL=iL . (38d)
Der Drehimpulsoperator L besitzt keine Radialkomponente

7 L=0 (38e)

LI?=I*L , LA=AL (38f)
und weist keine r-Abhangigkeit auf

o -
5 L=0 . (38g)

Operatorbeziehungen

Unter Verwendung der Definitionsgleichung 38 lassen sich die folgenden Beziehungen her-
leiten:

iL-@ = —V-(Fxa) , (39a)
iL-rotd = V-7divda—divd— A(F-a) | (39h)
iVxL = FA—§(1+T%) : (39¢)

. 7o i .
= ————7xL . d
\Y o Tl % (39d)
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A.2.2. Legendre—Polynome

Die Legendre—Polynome P,(x) erfiillen die Differentialgleichung

d d
{dx [(l—x)dx] + (1 + )}Pl(x)—O (40)
und haben die explizite kompakte Darstellung (Formel von Rodrigues)
rodo, I
Pl(:c):ﬂ@(:c—g . (1=0,1,2,...,00) . (41)

Die Auswertung dieser Formel ergibt

Py(z) = 1

Pi(z) = z = cosv

Py(z) = 1(32%-1) = 1(3cos20+1) (410)
Py(z) = 3(52° —3x) = £ (5cos39 + 3cos?)

Py(z) = £(352*—3022+3) = L4 (35 cos 49 + 20 cos 20 + 9)

Pi(x) = £(632° —702% +15z) = 1 (63cos50 + 35 cos 30 + 30 cos )

Die Legendre-Polynome F,(z) bilden ein vollstdndiges Orthogonalsystem im Intervall
[—1,+1]:

+1 9
dz Py(z) P(x) = ST o (Orthogonalitit) (42a)
2l + 1 ) o e
Z —— RB(2")P(z) = d(z—2a) (Vollstandigkeit) . (42b)

Zugeordnete Legendre—Polynome
Die zugeordneten Legendre—Polynome P/™(x) erfiillen die Differentialgleichung

m2

d d N
{al(l—x)dx1+l(l+l) 1_x2}Pl(x)—O (43)

und weisen den folgenden Zusammenhang mit den Legendre—Polynomen auf:

d_mPl(;p) (m=0,1,...,0) . (44)

P (@) = (—1)" (1= 2?2

Die Verwendung der Rodrigues—Formel 41 ergibt somit die folgende Darstellung fiir die
zugeordneten Legendre—Polynome

<x2 - 1)l : (44a)
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A.2.3. Kugelflachenfunktionen

Die Kugelflichenfunktionen Y, (¥, ) erfiillen die Differentialgleichung

— sin— +

1 0 0 1 8_2
siny 0¥ v sin2) 0p?

) Vim0, ) = 1L 4+ 1) Yim(0 ) (45)

und sind explizit durch

2041 (L —m)! _ im
Ylm(ﬁ,go):$ pm El—i—mi!PZ (cos¥) ™% 0<m<l, 1=0,1,...,00) (46)

gegeben. Fir m = 0 vereinfacht sich diese Darstellung zu

20+1
Yio(9, ) =4/ o Py(cos?) . (46a)

Yiem(0,90) = (=1)" Y, (0,) (46D)

Weiters gilt die Beziehung

welche fiir die Darstellung der Kugelflachenfunktionen mit negativen m-Werten verwendet
werden kann.

Die Wirkung des Drehimpulsoperators auf die Kugelflichenfunktionen kann durch die
folgenden Gleichungen zusammenfassend angegeben werden:

LYu(d,9) = 11+ mmw %) (47a)
Ly Yin(,0) = JU—m)(I+m+1) Y = Il +1) —m(m+1) Yy  (47D)
L Yin(0,9) = JU+m)l—m+1) Y= I0+1) —mm—1)Yim (47c)
LYin(0,0) = mYin(W,¢) . (474)

Orthogonalitat und Vollstandigkeit

Die Kugelflachenfunktionen sind in Hinblick auf die Raumwinkelintegration zueinander
orthogonal und auf Eins normiert

21 ™
/ dg / sinddd Y, (9, 0) Yim (0, 0) = 0 Sy (484)
0 0

sowie vollstandig:

i Z ) Yim (9, ) = 6(p — ¢') 0(cos ) — cos ') . (48Db)

=0 m=—1
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Additionstheorem und Entwicklungsformeln

Schliefen die beiden Vektoren 7 und 7’ den Winkel + ein, so gilt das Additionstheorem

A7 +1

Pilcos) = 5= 30 Vi (0 9) im0, ) (49)
m=—1

Aus dieser Gleichung ergibt sich fiir 7 = 7" wegen P(1) = 1 die Beziehung

+ 20+ 1
Y, (9, o) = ——— 4
> Y0, ¢)] i (49a)

m=—I
d.h. die Summe der Absolutquadrate aller zu einem [-Wert gehorigen Kugelflachenfunk-
tionen ergibt einen winkelunabhéngigen Wert.

Auch die Winkelabhingigkeit von |7 —7'|~! kann nach dem vollstindigen Satz der Kugel-
flachenfunktionen entwickelt werden und ergibt die wichtige Beziehung

EPE

,rl / T/l / * / /
T (U =)+ 0 =) Vil ) Yinti 0
(50

Liste der niedrigsten Kugelflachenfunktionen

Im folgenden sind die niedrigsten Kugelflichenfunktionen sowohl in Polarkoordinaten als
auch in kartesischen Koordinaten explizit angegeben. Die explizite Darstellung weiterer
Kugelflachenfunktionen ist mittels der Definitionsgleichung 46 sowie der Formel 44 fiir die
zugeordneten Legendre-Polynome leicht méglich.

l = 0 N }/00 e \/g (51a>
Y = — % sinde¥ = — % &rw
\/: \/; (51b)

o Yio = \/% cos ¥ = J2z
Yoo = \/;?smzﬁ el = /& (xt#

l=2: Yor = —\/; sindcosve¥ = — g(l“t#)z (51c)
Yo = \/1617T (3cos®y — 1) = \/% 321;”
Vis = —y/aZsin® e = — /& @’

3. Y = §g5 sin? cos ¥ e = ?%? (x+:13/)22 o

o Y5 = —y/g= sind (5eos?? — 1) e* = — /2L %ﬁzlr%) (51d)

Y3 = \/; cos ¥ (5cos*y — 3) _ \/MIW 2(55‘;;37"2)
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A.2.4. Vektorielle Kugelflachenfunktionen

Die vektoriellen Kugelflachenfunktionen X, sind geméafl der Gleichung
1 -

le(ﬁ#) = m LY (9, ¢) (52)

definiert und erfiillen daher die folgenden Beziehungen:

L X (0, 0) = 11+ 1) Xy (0, ) (52a)
F : le(ﬁa SO) - 0 (52C)
0 =
—X = 2
87’ lm<ﬁ7 @) 0 (5 d)
Lx Xpm(9,0) = iXm(0,0) . (52e)

Wie aus Gleichung 52c¢ zu ersehen ist, besitzen die vektoriellen Kugelflachenfunktionen
X, keine radiale Komponente. Gleichung 52d zeigt, dal auch keine Abhéangigkeit vom
Betrag des Vektors 7 besteht, d.h. diese vektoriellen Kugelflichenfunktionen sind bei
Verwendung von Kugelkoordinaten (siehe Kapitel A.4.3.) nur Funktionen der beiden
Winkelvariablen ¥ und .

Explizite Darstellung der vektoriellen Kugelflachenfunktionen

Zerlegt man in der Definitionsgleichung 52 den Drehimpulsoperator L in die Operatoren
L, und L_, so erhalt man unter Verwendung der Gleichungen 47b, 47c¢ und 47d die
folgende explizite Darstellung der vektoriellen Kugelflichenfunktionen:

- € —i€, |(l—m)(l+m+1) . m
X = Y Y, —Y]
lm(’ﬁv ()0) 9 \l l(l + 1) l,erl(’l?a ()0) + €. l(l n 1) l,m<ﬂ7 @)
€ +iey |(I+m)(l—m+1)
+ = $ Ty Vim-1(0,¢) . (53)

Die Verwendung von Gleichung 46b ergibt hieraus die Symmetriebeziehung

Xiom(0,9) = ()" X, (0,0) (53a)

Die niedrigsten vektoriellen Kugelflachenfunktionen lauten

. 3 .
X = Tor (cosﬁ‘ (€ + i€y) —sinv e e}) (54a)
X1 = i \/ 837? sin® (—sinp €, + cos ¢ €,) (54b)
X1 = 1o (COSQ9 (€y —i€y) —sind e 6}) (54c)
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. 5 . 4
] : o [ Lo : i -
Xoo = 1o sind e ( cosV (€ +1i€,) +sind e ez) (54d)

. [5 .
Xop = Y (sin2 Ve (&, —ie,) + (3cos® ¥ — 1) (€, + i€,) — sin 20 ¥ éz) (54e)
T

~ 15
Xog = 1 o sind cosp (—sing €, + cosy €,) (54f)
m

Xoo1 =/ Y (sin2 Ve (&, +ie,) + (3cos® ¥ — 1) (€, — i€,) — sin20 e 52) (54g)
7r

. 5 . A
_ . —1ip > .= oo —ip =
Xo g = Ton sind e (cosﬁ (€; —iey) —sind e ez) . (54h)

Vektorielle Entwicklungsformel

Wie aus Gleichung 52c zu ersehen ist, stehen die vektoriellen Kugelflachenfunktionen Xim
senkrecht auf den radialen Vektor 7. Zusammen mit der dritten Vektorfunktion 7 x X Ims
welche auf diese beiden Vektoren senkrecht steht, liegt eine Basis fiir die Beschreibung
beliebiger Vektorfelder vor.

—

Die Entwicklung eines Vektorfeldes A(7") ist in dieser Basis durch die folgende Gleichung
gegeben:

co  +l -

AF) = 33 af)n) Yin(@,9) = +
=0 m=-—1
[e%) 41
+ Y ap) (1) Xm0, 9) + (55)
=0 m=-—1

co  +l () 7—,» .
+ DD () [; X le(ﬁ,SO)]

=0 m=—1

Die Entwicklungskoeffizienten a;,, () sind Funktionen des radialen Abstandes r und kénnen
mittels der folgenden Formeln berechnet werden:

an() = [AVim(@,9) " AF) (554)
A ) = [ R(.0) AT) (55b)

a"r) = / R F X X (¥, @] CAF) (55¢)
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A.3. Zylinderfunktionen

A.3.1. Laplace Gleichung in Zylinderkoordinaten
In Zylinderkoordinaten

xr=pcosp , y=psing , z=2 (56)
lautet die Laplacegleichung 32

<18 0 1 0 02

;8_/)/)8_/)—‘_?8—@24_@) P(prp,2) =0 . (57)

Der Separationsansatz

o(p,p,2) = Z(p) N(p) K(2) (58)
fithrt auf die drei gewohnlichen Differentialgleichungen
d? 9
<@ —k ) K(z) = 0 | (58a)
d? 9
<d—s02 v ) N(g) = 0 , (58b)
Gotef om0

wobei k& und v Separationskonstanten darstellen. Die Losungen der beiden Gleichungen
58a und 58b konnen sofort angegeben werden

K(z)=e¢™  baw. K(z)=e " | (59a)
N(p) =e™?  bzw. e (59b)

=

>
[
@

Damit das Potential ¢ eindeutig ist, mul v eine ganze Zahl sein. Die zweite Separa-
tionskonstante £ wahlen wir als reelle Zahl.

A.3.2. Zylinderfunktionen

Mit der Variabelsubstitution * = kp ergibt sich aus Gleichung 58c die Besselsche
Differentialgleichung der Ordnung v:

d? 1 d V2
<@+;£+[1—?]>Zy($):0 . (60)

Losungen dieser Differentialgleichung sind die Besselfunktionen (Besselfunktionen 1.

Art) r\V 00 (_1)l T 21
S ) (61)

1=0
sowie die Neumannschen Funktionen (Besselfunktionen 2. Art)

Jy(z) cosvm — J_,(x)

sin v

Ny(z) =
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Anstelle dieser beiden linear unabhangigen Losungen kénnen auch die beiden folgenden
Linearkombinationen verwendet werden

HP(z) = J,(x) +iN,(x) .,  HP(x)=J,(x) —iN,(x) , (63)

welche als Hankelfunktionen (Besselfunktionen 3. Art) bezeichnet werden. Alle diese
Zylinderfunktionen geniigen den Rekursionsrelationen

2
Zys@) + Zon(a) = = Z(x) (64a)
d
Zys(@) = Zua(@) = 20 Z,(a) . (64D)
A.3.3. Helmholtz—Gleichung
Die Helmholtz—Gleichung
(A1) () =0, (65)

welche aus der Wellengleichung bei einer periodischen Zeitabhangigkeit folgt, kann in
Polarkoordinaten in der zu Gleichung 34 analogen Form

1 0 1 -, 9
_—T_§L<19790)+k ¢k(T,19,Q0):0 (66)
geschrieben werden. Der Produktansatz

(bk‘ (Tv 197 @) = Zl(/{?'f’) lem<rl97 ()0) (67>

fithrt auf die folgende gewohnliche Differentialgleichung fiir die Radialfunktion z;(kr)

1 d? I(I+1
<r el (r2 )+k2> zi(kr)=0 . (68)

Mit der Variablensubstitution x = kr konnen wir diese Gleichung auch in der Form

<d—2 + = 2d i+ + 1) z(z) =0 (68a)

dz? "z dz 2

schreiben. Die Losungen dieser Differentialgleichung sind die spharischen Zylinder-
funktionen (sieche Abschnitt A.3.4), sodafl die allgemeine Losung der Helmholtz—Glei-
chung 65 in der Form

S = 303 (A sikr) + Bumu(kr)) Yim(0, )
=0 m=-—1
= Z Z (AR hY () + AR B (k) Yin (9, ) (69)

A ) ind durch die

geschrieben werden kann. Die Koeffizienten A;,, By, bzw. Alm, I

Randbedingungen der Funktion ¢ (7) bestimmt.
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A.3.4. Spharische Zylinderfunktionen
Die Definitionsgleichung 68a fiir die sphérischen Zylinderfunktionen z;(x)

d_2+2 d I(l+1)
dz?2  z dz 2

+1> z(x) =0 , [=0,1,2,...,00 , (70)

z) = ,/% Z(x) (71a)
in die Differentialgleichung

(d_2 L1d ¢ +2%)2 + 1) Z(z) =0 (71h)

kann mittels des Ansatzes

dz? 2 dz x

fiir die Funktion Z(z) umgewandelt werden. Dies ist aber die Besselsche Differential-
gleichung 60 mit v = [ + 1/2. Die sphérischen Zylinderfunktionen sind somit Zylinder-
funktionen mit einem halbzahligen Index:

= \/; ZH%(:L’) . (Tlc)

Unter Verwendung von I'( % \/7 folgen aus den Gleichungen 61 und 62 die Reihen-
entwicklungen

x 1 x?
) = = = 2
i) 2l+1 @+ ( 2l+3 > TR 3)2 15 22 ) o (72)
2l— ]_ 1 :L,2 1 ZL‘4
= l— == —— ] (72
() o ( 1202 21 -2)3_2) 2 ) (72b)

Die spharischen Hankelfunktionen ergeben sich hieraus entsprechend ihren Defini-
tionsgleichungen

W (@) = gie) Fim(e) AP () = gie) —inx) (73)
Es gilt der Zusammenhang
h (@) = hP ) (73a)
Explizite Darstellung der spharischen Zylinderfunktionen

Die spharischen Zylinderfunktionen kénnen mittels der Rayleighschen Formeln durch ele-
mentare Funktionen ausgedriickt werden. Fiir die spharischen Besselfunktionen gilt

i) = o (22 () (74

z dx T

und fiir die spharischen Neumannfunktionen gilt

i) = - (o) (3 i)l (e (75)

z dz T
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Aus diesen Formeln kann leicht das Verhalten der sphéarischen Zylinderfunktionen fiir
x — oo erhalten werden:

gi(z) =1 sin(az—lg)+(’)(#) , mz)=—1 cos(:c—lg)—i—(’)(m%) ;

| ! 76
W)= () <+ 0(L), hP@) =" S0 (L) "

Liste der niedrigsten spharischen Zylinderfunktionen

Die niedrigsten spharischen Besselfunktionen und sphéarischen Neumannfunktionen er-
geben sich aus den allgemeinen Gleichungen 74 und 75 zu

jol) =SBz, no(e) = — B2,
o) = g s mia) = -8 o5z, ()
jolz) = — suxlx o 3cx028x + 38;211‘ L na(z) = co;:p o 38;1211‘ - 3(3:;)381‘ .
Fiir die spharischen Hankelfunktionen ergibt sich
1 T 2 —iT
h(z) = —i%, h(x) = i,
1 i i 2 —iT i
W) = - (1+1), @) = % (1-1), (78)
@) = i% 1+2-2), W@ = —iS% (1-2-3).
Entwicklungssatze

Die ebene Welle ¢/ ist eine im gesamten Raum regulare Losung der Helmholtz—Gleichung
65 und kann somit als Linearkombination der sphérischen Besselfunktionen j; dargestellt
werden (die sphérischen Neumannfunktionen n; und die sphérischen Hankelfunktionen A,
sind am Ursprung singuldr und scheiden daher bei der Entwicklung aus). Bei geeigneter
Lage des Koordinatensystems kann eine ebene Welle durch die folgende Entwicklung
dargestellt werden:

eikrcosﬁ — Z<2l + 1) Z~l ]l(kr> Pl<COS 19) . (79)

=0

Auch die Greensche Funktion der Helmholtz—Gleichung

(A + 1) Gu(F,7') = —4m 6(F =), Gy(F =) = i (80)
r—
kann nach den spharischen Zylinderfunktionen entwickelt werden:
ik|7 7 oo 4l
—— =dmik Yy > (81)
7= 1=0 m=—1

{Gier'y P (kr) ©(r — ') + ju(kr) i (k') O = 1)} Vi (', ') Yim (9, 0)
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A.4. Spezielle dreidimensionale Koordinatensysteme

A.4.1. Kartesische Koordinaten

Die kartesischen Koordinaten x, y, z eines betrachteten Aufpunktes P sind in Fig. A.1
skizziert.

Volumselement

Das dreidimensionale Volumselement d% ist in kartesischen Koordinaten durch den ein-
fachen Ausdruck

d = drdydz (82)

gegeben.

Koordinaten—Einheitsvektoren

Die kartesischen Koordinaten-Einheitsvektoren €., €, und €, entsprechen der gewéhlten
Lage des kartesischen Koordinatensystems und sind von dem betrachteten Aufpunkt P
unabhingig (siehe Fig. A.1). Diese kartesischen Einheitsvektoren bilden in der angegebe-
nen Reihenfolge ein Rechtssystem, d.h. es gilt

Gy XEy=C , EXE =6 , EXE =6 . (83)
—
eZ
P —
e
. y
ex
Z
X
N

Fig. A.1 Kartesische Koordinaten und zugehorige Einheitsvektoren
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Vektorkomponenten

Ein im Aufpunkt P gegebener Vektor A kann in der Form
A=A, é +Ayé, +A.¢e. (84)

geschrieben werden, wobei fiir ein Vektorfeld die kartesischen Komponenten A,, A,
und A, Funktionen des Aufpunktes P sind, z.B. Funktionen der kartesischen Koordinaten
x, y und z.

Gradient
Der Gradient eines skalaren Feldes f(z,y, z) ist in kartesischen Koordinaten geméfl der
Gleichung
of . of .  of
gradf:%ex+a—yey+$ez (85)
zu bilden.
Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes kann aus seinen kartesischen Komponenten entsprechend
der Formel

[ 0A; 04, 04,

divA = 86
v ox dy + 0z (86)
berechnet werden.
Rotor
Fiir den Rotor eines Vektorfeldes gilt in kartesischen Koordinaten die Darstellung
- 0A 0A 0A 0A 0A 0A
tA= - Y e, ) Y- 2 -—Fle . 87
o <8y 8z>€+<8z 8x>€y+<8x &y)e (87)
Laplace—Operator
Die Anwendung des Laplace-Operators auf eine skalare Funktion f(z,y, z) ergibt
0? 0? 0?
npo B PT P (88)

S 0x2 0 Oy 022
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A.4.2. Zylinderkoordinaten

Die zylindrischen Koordinaten p, ¢ und z eines betrachteten Aufpunktes P sind in Fig. A.2
skizziert. Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten ist durch die Gleichungen

r=pcosy , Yy=psing , =2 (89)

gegeben.

Volumselement

Das dreidimensionale Volumselement d% ist in Zylinderkoordinaten durch den Ausdruck
d¥% = pdpdepdz (90)

gegeben.

Koordinaten—Einheitsvektoren

Die zylindrischen Einheitsvektoren €, und €, sind von dem betrachteten Aufpunkt P
abhangig, wahrend der dritte Einheitsvektor €, dem gleichnamigen kartesischen Ein-
heitsvektor entspricht und somit von dem betrachteten Aufpunkt P unabhéngig ist (siehe
Fig. A.2). Der allgemeine Zusammenhang zwischen den zylindrischen Einheitsvektoren
und den kartesischen Einheitsvektoren ist durch die Gleichungen

€, =COSQE, +sinpe, , €,=—sinpé,+cospe, , € =E¢; (91a)
bzw.
€, = cospe, —sinpe, , € =sinpe,+cospé, , € =¢; (91Db)
Z

P €9

|

Fig. A.2 Zylinderkoordinaten und zugehorige Einheitsvektoren
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gegeben. Die zylindrischen Einheitsvektoren bilden in der Reihenfolge €,, €, €, ein
Rechtssystem, d.h. es gilt
€y X Ep =€, , €E,XE =€, , € XE=~8, . (91c)
Vektorkomponenten
Ein im Aufpunkt P gegebener Vektor A kann in der Form
A=A,8, +A,8,+ A8 (92)

geschrieben werden, wobei fiir ein Vektorfeld die Komponenten A,, A, und A, Funktionen
des Aufpunktes P sind, also z.B. Funktionen der Zylinderkoordinaten p, ¢ und z.

Gradient
Der Gradient eines skalaren Feldes f(p, ¢, z) ist in Zylinderkoordinaten geméafi der Glei-
chung
of . 1of , Of
gradf:a—pep+;%ew+$ez (93)
zu bilden.
Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes kann aus seinen Zylinderkomponenten entsprechend der
Formel

> 10 1 0A 0A
divA=-—(pA -2 £ 94
berechnet werden.
Rotor
Fiir den Rotor eines Vektorfeldes gilt in Zylinderkoordinaten die Darstellung
- 1 0A 0A 0A 0A 10 1 0A
tA=(-=2—-"2¢ A —— — —(pA,) — - =L ¢,
ro <p Op 8z>€p+<8z 8/))6@—’_(/)8/)(/) 2 p&p)e
(95)
Laplace—Operator
Die Anwendung des Laplace-Operators auf eine skalare Funktion f(p, ¢, z) ergibt
10 af 1 0*f O0°f
ANf—==-"21(,2L — L 4L 96
/ p Op <'0 8/)) +/)2 8¢2+322 (96)

—_—
Pf 10f
_+__
dp* ~ p Ip
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A.4.3. Kugelkoordinaten (Polarkoordinaten)

Die Kugelkoordinaten r, ¥ und ¢ eines betrachteten Aufpunktes P sind in Fig. A.3
skizziert. Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten wird iiber die Gleichun-
gen

x=rsindcosp , y=rsindsing , z=rcost (97)

hergestellt. Die beiden Winkelvariablen ¥ und ¢ werden manchmal auch zur Raumwinkel-
variablen 2 zusammengefaf3t.

Volumselement
Das dreidimensionale Volumselement d* ist in Kugelkoordinaten durch die Gleichung
—d(cos ¥)
——
dr =r?dr sinddd de (98)
—_——
dQ

gegeben.

Koordinaten—Einheitsvektoren

Die polaren Einheitsvektoren €, €y und €, sind von dem betrachteten Aufpunkt P
abhangig (siehe Fig. A.3). Der Zusammenhang mit den kartesischen Einheitsvektoren
ist durch die Gleichungen

€ = sinv cospé, +sind sinpe, +cosve,
€y = cost cospe, +costdsinpe, —sinve, (99a)
€, = —sinpé, +cospe, .

el‘

Fig. A.3 Polarkoordinaten und zugehorige Einheitsvektoren
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bzw.
€, = sind cospé, +cost cospéy —sinpe,
€, = sindsingé, +cosv singpey +cospe, (99b)
€, = cosve,—sinvey

gegeben. Die polaren Einheitsvektoren bilden in der Reihenfolge €, €y, €, ein Rechtssys-
tem, d.h. es gilt

GoXEy=6C, |, CyXEp=8 , E,xE =0 . (99¢)

Vektorkomponenten
Ein im Aufpunkt P gegebener Vektor A kann in der Form

A=A & + Ay + A, €, (100)
geschrieben werden, wobei fiir ein Vektorfeld die polaren Komponenten A,, Ay und
A, Funktionen des Aufpunktes P sind (z.B. Funktionen der Polarkoordinaten r, 9, ¢).
Gradient

Der Gradient eines skalaren Feldes f(r, 9, ) ist durch die folgende Gleichung gegeben:
of ., 10f 1 of |

df=—é +—-—=— —_— 101
grad f 8r€+7’819€19+rsm198g0% (101)
Divergenz
Die Divergenz eines Vektorfeldes ergibt sich aus seinen polaren Komponenten zu
- 1 0 1 0 1 0A
divA == — (r?4,) + —— == (sind 4 —r 102
v r2 or (T ) + r sind OY (sin Ay) + rsind OJp (102)
Rotor
Fiir den Rotor eines Vektorfeldes gilt in Polarkoordinaten die Darstellung
- 1 0 1 0Ay
tA = — (sinv A,) — ——— ——| &
o lr sin 0 (sind A,) rsind Oy 1 ¢
1 0A 10 10 10A
T —(rd,)| e ——(rdy) —=="-"1é, . 10
lr sind dp 1 Or (r “J)} o [T or (r A9) r o0 | (103)

Laplace—Operator

Die Anwendung des Laplace-Operators auf eine skalare Funktion f(r, 1, ¢) ergibt
1 0 of 1 o (. . Of 1 0*f
Nf=—=—|r=|+——— 9= — . 104
/ r2 Or (T 8r> +r2 sin ¥ OV <sm ) * 2 sin?) D2 (104)

O%f 2 0f
oz T ror




