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XIV. WELLEN IN MATERIE

XIV.1. Wellenausbreitung in materiellen Medien

XIV.1.A. Telegraphengleichungen

Haben wir ein homogenes Medium mit den Materialgleichungen
D=¢E , B=uH , J=0E (1)

vorliegen, so lauten die Maxwellgleichungen in ladungsfreien Raumgebieten

.= = o =

divE =0 th=—2-—H 2

iv , ro e , (2a)

R L, 0 - 4dmwo -

divH=0 , rotH=-—-E+—F . (2b)
c Ot c

Bilden wir bei den Rotorgleichungen nochmals den Rotor, so erhalten wir die folgenden
Bestimmungsgleichungen fiir die elektromagnetischen Felder £ und H

R w0 " wo (e d = 4dmo =
trotF = - —-——rotH=—~-— |-—F+ —F
roLro c Ot ro c Ot (c ot + c ’
~ e 0 Amo - e d Admo\p 0 =
roLTo (c@t+ c)m <C(’9tJr c)c@t ’

welche auf Grund der verschwindenden Divergenz dieser Felder auch in der folgenden
Form geschrieben werden konnen:

e = (M0 ATon 0N g
AE(F,t) = <02 8t2+ 2 5 E(r.t) (3a)
T A
AH(7t) = <02 8t2+ 2 H(r,t) . (3b)

Diese Gleichungen werden als Telegraphengleichungen bezeichnet, da sie die Ausbrei-
tung elektromagnetischer Wellen entlang von Drahten bestimmen.

Isolatoren

Fiir Isolatoren, bei denen o = 0 gilt, vereinfachen sich diese Telegraphengleichungen zu
den Wellengleichungen

_pe 0% 4

o . JUE 0% -
AE(Tvt)_gﬁ (Tvt) > =

die die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen mit der Geschwindigkeit

(<) (5)

C

v =

beschreiben.
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XIV.1.B. Zeitliche Fouriertransformation

Bei Beriicksichtigung der Frequenzabhangigkeit der Materialkonstanten gelten die Mate-
rialgleichungen 1 nur fiir die einzelnen Fourierkomponenten der Felder

D(F,w) =e(W)E(F,w) , B ,w)=uwHF, w) . (6)

Die Verwendung der Fourierdarstellung der elektromagnetischen Felder

B(F,t) = /dwe““EO‘w) , Eﬂfﬁ)zé%/ﬁwe”mfﬂfwﬁ (7)
ergibt in ladungsfrelen Raumgebieten die fouriertransformierten Maxwellgleichungen
divE(F,w)=0 mmm@:%ﬁmw), (8a)
divA(F,w)=0 | umﬁaawy:—i%(s+¢%?)zaaw). (8b)
n
Die in der letzten Gleichung auftretende Grofie
M) = () +i 2 ©

wird als verallgemeinerte Dielektrizititskonstante bezeichnet (siehe hiezu auch das
Unterkapitel Leiter im Kapitel XI.3.C).

Die fouriertransformierten Telegraphengleichungen ergeben sich wieder durch Rotorbildung
zu

<A+:WOE( W) =0, <A+:WOH( W) =0 . (10)

XIV.1.C. Dispersionsrelationen fiir monochromatische ebene Wellen

Mit dem Ansatz fiir ebene Wellen

— 1 — )
E(r,t) = 3 E,efm=iwt e | (11a)
. 1 o
H(rt) = 5 H, ek Tt L cel (11b)
der uber die Materialgleichungen zu
- 1 I
D(r,t) = 5 e(w) E,e® ™=t 4 ce. | (12a)
— ]_ — 7o =
B(r.t) = 5pw)H, etk Tt e, (12b)

fiihrt, ergeben sich aus den Maxwellgleichungen in ladungsfreien Raumgebieten die fol-
genden Beziehungen fiir die Amplituden E, und H,:

divE =0 — k-E,=0 |, (13a)
divH =0 — k-H,=0 |, (13b)
10 4 L W o
tE=—-=8 kxE,==puH 1
ro Cat — X o CM o ’ (3C)
. d 18—* 4 — pad — —
rotH=-~D+ 22 F . kxHy=-“nE, . (13d)
c Ot c c
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Dispersionsrelation
Diese Gleichungen fiir £, und H, konnen nur dann eine nichttriviale, von Null verschiedene
Losung besitzen, wenn die Beziehung

w2

R =5 (14)
zwischen der Wellenzahl k£ und der Kreisfrequenz w erfiillt ist. Diese Beziehung wird als
Dispersionsrelation fiir ebene Wellen in einem homogenen Material bezeichnet.

Unter Einfithrung des verallgemeinerten Brechungsindex p

p(w) = Ju(@) 1) = n(w) +ir@)  (nx reell) (15)

kann die allgemeine Dispersionsrelation fiir ebene Wellen in einem Medium in der Form
w
b= p(w) (16)

geschrieben werden. Man beachte, dafl in einem Medium E, und H, nicht mehr betrags-
gleich sind und im allgemeinen auch eine verschieden Phase besitzen.

Dielektrikum

In einem Dielektrikum mit
o=0 |, g(w) und p(w) reell (17a)

ergibt sich ein reeller Brechungsindex n sowie eine reelle Dispersionsrelation

k="nw) mit nw) = uwew) . (17b)
¢
Zwischen der elektrischen Feldstiarke und der magnetischen Feldstirke besteht in einem

Dielektrikum die Beziehung

B!

k x E,
k

) E, e
A=t x e baw.,  B,=SExE, . (18)
1

€la
=13
glo

Analog wie bei der Wellenausbreitung im Vakuum sind daher die Vektoren E, und H,
senkrecht zueinander und (als Folge der Gleichungen 13a und 13b) auch senkrecht auf den

Wellenzahlvektor (diese drei Vektoren bilden in der Folge E, E, und ﬁo ein Rechtssystem
von orthogonalen Vektoren).

Weitere mogliche Losungen fiir ein reelles &2 konnen mit einem komplexen Vektor
k=Fk +ik;
erhalten werden, wenn gilt

k- ki =0 (folgt aus k2 =k>=k> — k> +2ik, - k; )

Diese Losungen sind inhomogene ebene Wellen und treten z.B. bei der Totalreflexion auf.
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X1IV.2. Reflexion und Brechung von Wellen

XIV.2.A. Reflexionsgesetz, Brechungsgesetz

Wir betrachten nun zwei Dielektrika, welche verschiedene reelle Dielektrizitatskonstanten
e und ¢, aber die gleichen Werte o = 0 fiir die elektrische Leitfahigkeit und p = 1
fiir die magnetische Permeabilitat besitzen sollen. Diese beiden Dielektrika sollen an
der ebenen Grenzfliche z = 0 (2-y-Ebene) zusammenstolen, wobei das Material mit
der Dielektrizitatskonstanten ¢ den Halbraum z > 0 und das Material mit der Dielek-
trizitatskonstanten € den Halbraum z < 0 ausfiillen soll, wie dies in Fig. 14.1 angedeutet
ist..

Wir werden nun zeigen, daf§ der Ansatz einer einfallenden ebenen Welle

—

E(F,t) =

—

B, eF =it 4 o mit E, k=0 (19a)

| —

und einer reflektierten ebenen Welle

— 1 = zv~ . n n 7.
E'(7,t) = 5 By e 7 e mit B R =0 (19b)

im Halbraum des Materials mit der Dielektrizitatskonstanten ¢ zusammen mit einer ge-
brochenen ebenen Welle

- 1 — NS - 7
B ) = 5 Bpe™ "y ce. mit B K =0 (19¢)

im Halbraum des Materials mit der Dielektrizitatskonstanten & ausreicht, die Maxwell-
gleichungen unter Einschlu8 der Materialgleichungen sowie die Randbedingungen an der
Grenzflache der beiden Dielektrika zu erfiillen.

Z

Wy

£

AN\

Fig. 14.1 Brechung und Reflexion einer ebenen Welle an der ebenen Grenzflache
zweier Dielektrika
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Maxwellgleichungen und Materialgleichungen

Zur Erfilllung der Maxwellgleichungen unter Einschlufl der Materialgleichungen genitigt
es, wenn die einzelnen ebenen Wellen Dispersionsrelationen entsprechend Gleichung 17b
erfiillen und die magnetische Feldstarke zu jeder ebenen Welle entsprechend Gleichung 18
gebildet wird. Im einzelnen bedeutet dies die Erfiilllung der Gleichungen

" /

w
kf _ = k/l _ - 2 k/ _ - / / 2
Znw) "n(w) () (20)
mit den Brechungsindizes
nw)=yew) , 1w =y/eW) (21)

sowie die Berechnung der magnetischen Feldstirken entsprechend den Gleichungen

A= CkxB, . H-SExB . B-lPxB (22)
w ° W ¢ ° W ¢
Randbedingungen

Da an der Grenzflache der beiden Dielektrika keine Oberflichenladungen und keine Ober-
flachenstrome vorhanden sind, ergeben sich die Randbedingungen aus den Gleichungen
XI.30 zu

e (E(F, )+ E'(7. ) - 6. = E(Ft)-e | (23a)
(H(F, )+ H'(7, 1)) -e. = H'(t)-e (23D)
(E(.t)+ E"(F.t) x&. = E(Ft)xé (23c)
(H( t)+ H'(7, 1)) x & = H("t)xé& . (23d)

Da diese Randbedingungen fiir alle Zeiten ¢ und fiir alle Vektoren 7 in der x-y-Ebene gelten
miissen, erhalten wir aus der entsprechenden Gleichheit der Exponentialfunktionen in den
Gleichungen 19a, 19b und 19c¢ Aussagen iiber die Frequenzen und die Wellenzahlvektoren,
die zum Reflexions- und zum Brechungsgesetz fithren. Die dann noch verbleibenden
Beziehungen zwischen den Amplituden der einzelnen Wellen fiihren auf die Fresnelschen
Formeln.

Reflexionsgesetz

Damit die Randbedingungen 23a bis 23d fiir alle Zeiten ¢ und fiir alle Vektoren 7 in der

Grenzflache gelten konnen, mufl die Gleichheit
= NS} WA
elkr zwt:ezk & zwt:elk r—iw't (24>

(mit der Einschrankung 7 - €, = 0) gelten. Hieraus folgt einerseits

w=uw"=uw | (25)
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d.h. die Gleichheit der Frequenz fiir einfallende, reflektierte und gebrochene Welle, sowie
kxée, =K' xé =K xé, |, (26)

d.h. die Gleichheit der xz-Komponente und der y-Komponente des Wellenzahlvektors fiir
einfallende, reflektierte und gebrochene Welle. Die drei Wellenzahlvektoren E, K" und K
liegen somit in einer Ebene, der sogenannten Einfallsebene, welche von dem Wellen-
zahlvektor k der einfallenden Welle und der Flichennormalen €, aufgespannt wird. Wir
konnen fiir diese Einfallsebene ohne Beschréankung der Allgemeingiiltigkeit der Ergebnisse
z.B. die x-z-Ebene wahlen und die drei Wellenzahlvektoren in der Form

sin « sin o sin o/
k=k 0 , ' =k 0 , E =K 0 (27)
CoSs (v —cosa” cos o

angeben. Die Winkel «, o” und o' bezeichnen hiebei den Winkel zwischen dem jeweiligen
Wellenzahlvektor und der Fliachennormalen, wobei die Wellenzahlvektoren von reflek-
tierter Welle und von gebrochener Welle von der Grenzflache weggerichtet sind. Gleichung
26 kann nun in der Form

ksina = k" sina” = k' sina’ (28)

geschrieben werden. Da aus den Gleichungen 25 und 20 die Gleichheit von &k und k" folgt,
ergibt sich aus der ersten Gleichheit von Gleichung 28 das Reflexionsgesetz

sin = sin @’ bzw. a=d" (29)

d.h. die Gleichheit von Einfallswinkel und Reflexionswinkel.

Brechungsgesetz

Fiir den Betrag des Wellenzahlvektors der gebrochenen ebenen Welle ergibt sich aus den

Gleichungen 25 und 20

k /
W="n=lp="0 : (30)
c n n

womit aus Gleichung 28 die Beziehung

n/
ksina =k sina’ = —k sina’ | dh. nsina=n'sina (31a)
n
folgt, welche das Brechungsgesetz von Snellius darstellt. Dieses Brechungsgesetz kann
in verschiedenen Formulierungen angegeben werden
sima n K v A Ve

sina/  n ko N Ve (315)

Fiir n’ < n gilt o > a, d.h. beim Ubergagg in ein optisch diinneres Medium erfolgt eine
Brechung vom Lot. Analog erfolgt beim Ubergang in ein optisch dichteres Medium eine
Brechung zum Lot.
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XIV.2.B. Randbedingungen fiir die Wellenamplituden

Unter Beriicksichtigung von Gleichung 22 sowie der bisherigen Ergebnisse erhalten wir
fiir die Wellenamplituden E,, E und E/ aus Gleichung 23a

e (B, +E))-e.=¢'E)-¢. | (32)
aus Gleichung 23c
(E.+E))-é.=E,- & , (B, +E))-¢=E-¢ , (33)
sowie aus den Gleichungen 23b und 23d
kxE,+K'xE'=kK xE . (34)

Zerlegung in parallele und senkrechte Komponenten

Zerlegen wir den Vektor E, in eine Komponente FE; senkrecht zur Einfallsebene und in
eine Komponente E, parallel zur Einfallsebene entsprechend der Gleichung

kx e,
]{: Y

E,=E,é,+E, (35)

so erhalten wir unter Berticksichtigung der Lage von k in der z-z-Ebene die folgenden
Ausdriicke fiir die in den obigen Gleichungen auftretenden Terme:

B} kx e K ke

& = B, Zey-e}:EpE-(é’yxé’x):—Epz:—Epcosa . (36a)

5.8, = B, (36b)
(Fx E,)-é = E(kxé) & =Ek-(¢,x¢é)=-Ek =—Ekcosa , (36)
— — — E o o
(kxE,)-&, = Epk-%:—Epk . (36d)

Nehmen wir eine der Gleichung 35 entsprechende Zerlegung von Eé und EZ vor

B -Ee+E" — S Bopesmt = % (37)

so ergeben sich die zu den Gleichungen 36a bis 36d analogen Gleichungen
E .-& = —E, cosa’ E". ¢, = B cosa” (38a)
E .é=E , E'-&=E', (38h)
(E’ X Eg) €, =—ELK cosa’ | (E” X Eg’) €, = EVK" cosa” | (38¢)
(K xE))-&=-Bk . (FxE)-&=-Ek . (384)

Hiemit konnen wir die Gleichungen 33 in der Form

—E, cosa+ E) cosa” = —E) cosa’ (39a)

E,+E' = E (39D)
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sowie die z- und y-Komponente von Gleichung 34 in der Form
—Esk cosa+ EYE" cosa” = —FELK cosa’ | (40a)
—Ek—-EJK" = —E K | (40b)

schreiben. Aus den beiden Gleichungen 39a und 40b kénnen nun die Parallelkomponente
E, der gebrochenen ebenen Welle und die Parallelkomponente EJ der reflektierten ebenen
Welle als Funktion der Parallelkomponente E, der einfallenden ebenen Welle ausgerechnet
werden. Unabhéngig davon konnen aus den Gleichungen 39b und 40a die Komponenten
E! und E” als Funktion von E; bestimmt werden.

XIV.2.C. Fresnelsche Formeln

Parallelkomponenten

Die Berticksichtigung des Reflexionsgesetzes o = «”, der Gleichheit von k£ und k" sowie
des Brechungsgesetzes k sina = k' sina’ ergibt aus den Gleichungen 39a und 40b die
Beziehungen

(Ep - EI')') cosa = E, cosa’ (Ep + Eg) sina’ = E sina (41)
welche zu den beiden folgenden Ausdriicken fiir £, fiihren:

sin o/

E, = (E, - E}

COS ¥
')

= (B, +E))

Die Auflésung der letzten Gleichheitsbeziehung nach EJ ergibt

cos o sin «

E// . : / / !/ /
p SN & COS & — SN & COS (X n CcCoOsSs — 7N CoSs

= = 42
E, sin o cos o + sin o cos o’ n' cosa+n cosa’ ( )
womit auch £, sofort angegeben werden kann:
EI', . E]',' COS (v 2 sin o cos av 2n cosa (43)
E, E,) cosa’ sinacosa+sina’cosa’  n’ cosa+n cosa’ ’

Normalkomponenten

Die Verwendung des Reflexions— und des Brechungsgesetzes liefert aus den Gleichungen
39b und 40a die Beziehungen

E,+E!=FE. | (E, — EY)sina’ cosa = E. sinacosa’ | (44)
aus denen E”
E!’ sina’cosa —sinacosa’ ncosa—n' cosd/ (45)
E, sina’cosa—+sinacosa’ ncosa+ n' cosa’
sowie E!
E! 1+E;’ 2 sin o cos « 2n cos o (46)
E, E, sina’cosa—+sinacosa’ n cosa+ n' cosa’

berechnet werden konnen.
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Zusammenfassung der Fresnelschen Formeln

Die Gleichungen 42, 43, 45 und 46 geben die Amplituden von gebrochener und reflektierter
ebener Welle in linearer Abhéangigkeit von der Amplitude der einfallenden ebenen Welle
an und stellen die sogenannten Fresnelschen Formeln dar. Diese Gleichungen kénnen mit
Hilfe der Winkelfunktionsbeziehungen

sin(a+a’) = sinacosa’ +cosasina’ |
cos(aFa') = cosacosa’ +sinasina’ |
sin (« +a') cos(a@Fa') = sinacosa+sina’ cosa’ |

fiir den gebrochenen Strahl in der Form

E, 2 sin o cos «v E, 2sina’cosa (47)
E, sin(a+a)cos(a—a) ' E, sin(a/4+a) ’
und fiir den reflektierten Strahl in der Form
Bl tg(a—da) E?  sin(ad —a) (48)
E, tgla+a) ’ E, sin(o/ +a) ’

angegeben werden.

Aus diesen Fresnelschen Formeln ist ersichtlich, dafl die Feldstiarkeamplituden des ge-
brochenen Strahles immer das gleiche Vorzeichen wie die Feldstarkeamplituden des ein-
fallenden Strahles aufweisen, wahrend beim reflektierten Strahl immer eine der beiden
Komponenten das Vorzeichen andert. Dies bedeutet fiir die entsprechende Komponente
einen Phasensprung um 7 (bei Reflexion an einem optisch dichteren Material, d.h. fiir
n' >n bzw. o < «, tritt dieser Phasensprung bei der senkrecht zur Einfallsebene liegen-
den Komponente auf).

Reflexions— und Transmissionskoeffizient

Der Reflexionskoeffizient R bzw. der Transmissionskoeffizient 7" sind als Verhéltniswerte
von reflektierter bzw. durchgelassener zeitlich gemittelter Energie zu einfallender zeitlich
gemittelter Energie definiert. Da in unserem Fall die Flachennormale in z-Richtung zeigt,
brauchen wir nur die z-Komponenten der Poyntingvektoren zu betrachten:

s s )
ey T (432)

Die Berechnung des Reflexionskoeffizienten ergibt wegen der Gleichheit von Einfallswinkel
und Reflexionswinkel sowie der Tatsache, dafl beide Strahlen sich im selben Medium
bewegen, das einfache Ergebnis

B 1B P+ IEP
B Bl +IE

(48b)

welches mit Hilfe der Fresnelschen Formeln weiter ausgewertet werden kann.
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Fiir den Transmissionskoeffizienten 7' gilt eine analoge Formel (Ersetzung der doppelt
gestrichenen Groflen durch einfach gestrichene Grofien) nicht, da einfallender und ge-
brochener Strahl verschiedene Ausbreitungsrichtungen besitzen und sich in verschiedenen
Medien ausbreiten. Unter Verwendung der Stetigkeitsbedingungen der Tangentialkompo-
nenten von E und H kann aber die einfache Beziehung

(S2) +(97) = (50) (48c)
hergeleitet werden, aus der sofort
T=1—-R (48d)

folgt. Es ist meistens sehr zweckmaflig, die Berechnung des Transmissionskoeffizienten
mittels dieser Gleichung vorzunehmen.

XIV.2.D. Brewster—Winkel, Totalreflexion

Wir wollen nun zwei spezielle Aspekte von Reflexion und Brechung betrachten.

Brewster—Winkel

Aus Gleichung 48 ist zu erkennen, daf fir
a+ad = g (49)

im reflektierten Strahl keine Parallelkomponente E auftritt (wegen tg § — oo). Fiir
diesen als Brewster—Winkel bezeichneten Einfallswinkel a g ist somit der reflektierte Strahl
(unabhéngig von der Polarisation des einfallenden Strahles) senkrecht zur Einfallsebene
linear polarisiert. Dieses Verhalten kann man sich zunutze machen, um linear polarisiertes
Licht zu erzeugen. Deshalb wird dieser Winkel a g auch als Polarisationswinkel bezeichnet.

Zur Bestimmung des Brewster—Winkels verwenden wir Gleichung 49 im Brechungsgesetz

31a

. . . T
nsinag =n’ sina’ = n’ sin (5 — ozB) =n' cosag

Der Brewster-Winkel ap wird somit durch die Gleichung

!/

n
t = — 5
gap = — (50)

festgelegt. Diese Gleichung hat fiir beliebige Materialwerte n und n’ immer eine Losung.

Bei einem unter dem Brewster-Winkel ap einfallenden Strahl ergibt sich aus Gleichung
49, daf3 der reflektierte Strahl senkrecht zum gebrochenen Strahl ist. Fiir einen in der
Einfallsebene linear polarisierten einfallenden Strahl kann diese geometrische Beziehung
das Verschwinden des reflektierten Strahles erklaren.
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Totalreflexion

Haben wir den Ubergang eines Lichtstrahls von einem optisch dichteren zu einem optisch
diinneren Medium vorliegen (n > n’), dann ist der Brechungswinkel o’ groler als der
Einfallswinkel a: o > «. Der Grenzfall o/ = 7/2 tritt auf, wenn der Einfallswinkel «
gleich einem Grenzwinkel o, wird, welcher der Gleichung

n/

nsina, =n"  bzw. sina, = — (51)
n

gentigt. Fallt eine Welle unter diesem Winkel ein, so bewegt sich die gebrochene Welle
"streifend” entlang der Grenzfliche. Wird der Einfallswinkel noch grofier, dann tritt
iiberhaupt kein Licht mehr ein und es kommt zur Totalreflexion.

Verhalten der gebrochenen Welle bei Totalreflexion

Um das Verhalten der gebrochenen Welle bei der Totalreflexion zu beschreiben, beachten
wir zuerst, daf fiir einen Einfallswinkel o > o, offenbar

> 1 (52a)
gilt. Dies bedeutet, dafl o’ ein komplexer Winkel mit rein imagindrem Kosinus ist:

. 2
coso/:i\l<s.ma> —1 . (52b)
S1n Oég

Die Bedeutung dieser komplexen Groéflen wird klar, wenn man den Ausbreitungsfaktor
der gebrochenen Welle betrachtet:

(#g) 1 ovrsne
7 . o / L / —zk’ % —1 ik’ ;incx
ezk T ezzk cos ezxk sina’ _ g e k sinag ) (53)
Dieser Ausdruck zeigt, daf sich die gebrochene Welle ldngs der Grenzfliche ausbreitet
und in Richtung des optisch diinneren Mediums exponentiell abklingt (innerhalb einiger
Wellenléngen, wenn der Winkel o nicht zu knapp beim Grenzwinkel oy liegt).

Obwohl in das optisch diinnere Medium elektrische Felder eindringen, ergibt sich durch
die Grenzflaiche kein Energiestrom. Setzt man die Winkelfunktionen des Brechungs-
winkel o aus den Gleichungen 52a und 52b in die Fresnelschen Formeln ein, so ergibt sich
fiir den reflektierten Strahl

E// 1
‘Ep =1, % =1, (54)
D s

d.h. die Energiedichte des reflektierten Strahls entspricht genau der Energiedichte des
einfallenden Strahls.
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X1IV.3. Elektrodynamik in Metallen

XIV.3.A. Ladungen und Wellen in Metallen

Wir betrachten ein homogenes isotropes Metall mit den skalaren Materialkonstanten ¢,
@ und o. Das elektromagnetische Verhalten dieses Materials wird durch die Maxwell-
gleichungen

o 47 _ W 0 =
divE = tE=-L2h 55
iv —o ., o B , (b5a)
divdB=0 , rotH=°-2F+T%F (55b)
c ot c

beschrieben.

Zerflielen von Ladungsverteilungen

Bilden wir die Divergenz der Gleichung fiir rot H und verwenden dann die Maxwell-
gleichung fiir die Divergenz von E, so erhalten wir

i - 0 . =5 4mo . = 4w [e 0o 4mo
dlvrotH:E§d1VE+levE:?<E§+TQ> , (56)

d.h. die folgende ortsunabhingige Bewegungsgleichung fiir die zeitliche Anderung einer
beliebigen Ladungsverteilung o(7, t):

0 Ao

—o(r,t —o(r,t) =0 . 57
5 27 t) + — e, ) (57)
Diese Gleichung besitzt die Losung
o(7,t) = o(7,0) e T mit r=-° , (58)
Ao

d.h. sie beschreibt ein zeitlich exponentielles Verschwinden einer vorhandenen Ladungs-
dichte an jeder Stelle 7 (im Inneren eines Leiters).

Man beachte die Geschwindigkeit des Zerflieens von Ladungsverteilungen in einem Metall. So
gilt z.B. fiir Kupfer 7/e ~ 2-107! s, dies ist eine um den Faktor 10* kiirzere Zeit als die
Periodendauer von orangen Licht, welche 2 - 10715 s betrigt.

Ebene Wellen in Metallen

Der Ansatz fiir ebene Wellen ist wie in Kapitel XIV.1.C moglich und fiihrt auf die Dis-
persionsrelation

k::%(n+i/f) , (59)

wobei der Brechungsindex n und der Extinktionskoeffizient £ den Real- bzw. den Ima-
ginarteil des verallgemeinerten komplexen Brechungsindex darstellen:

n+i/~€:\/,u (€+i47TTU) : (60)
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Komplexer Brechungsindex

Betrachten wir in Gleichung 60 p und ¢ als reelle Groflen (indem wir einen allfalligen
Imaginarteil von € zu dem Leitfahigkeitsterm hinzufiigen, d.h. ¢ zu einer reellen Funktion
o(w) abéndern), so konnen wir durch Quadrieren von Gleichung 60 die Werte von n und

Kk berechnen:
1 4 2
n? = —M< 52+<ﬂ) +g> , (61a)
2 w

2 %u( €2+<47T70>2_5) . (61b)

In einem Leiter gilt meistens 4”7” > ¢, so daf} anstelle der Gleichungen 61a und 61b die
Naherung
2
n? s o 1 (62)
w

verwendet werden kann.

XIV.3.B. Metalloptik

Wir betrachten die ebene Grenzflache eines Metalls zu Vakuum, auf die eine ebene Welle
auftrifft und so zu einer reflektierten und einer gebrochenen ebenen Welle Anlaf gibt.
Wir konnen in gleicher Weise wie in Kapitel XIV.2 vorgehen und die reflektierte und die
gebrochene Welle berechnen. Der wesentliche Unterschied tritt beim Wellenzahlvektor K
der gebrochenen Welle auf, da dieser aufgrund der Dispersionsrelation

K=

olE

(n+ik) (63)

nicht mehr reell ist. Zur Erfiillung der Randbedingungen an allen Punkten der Grenzflache
muf

ksina =k sind , dh sina = ——o (64a)
n+1ikK
gelten, woraus
p sina 2 in .
cosa/ =1/1 — i) —ae = ¢ (cosy +1i sinvy) (64b)

folgt. Hiemit ergibt sich fiir den Ausbreitungsfaktor der gebrochenen Welle der Ausdruck

._»I — . ! . / . / /
Gk T _ jxkisina’ Jizk cosa
w( n sin a W ) o
iz—(n + ik =
_ e S ezzc(n—l—m)q(cosyj%smfy)
W . . w .
i—(xsina 4 zgncosy — zqgksiny) —z— q(nsiny + K cos)

= e C e C . (65)
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Wiéhrend nun der zweite Faktor in der letzten Gleichungszeile eine exponentielle Damp-
fung der gebrochenen Welle in z-Richtung erkennen 1a8t, beschreibt der erste Faktor eine
Welle, bei der eine Ebene konstanter Phase durch

x K Sin 7y — ncosy

z Sin &

(66a)

gegeben ist. Dementsprechend ist die Normalenrichtung dieser Phasenebene durch einen
Winkel 3" gekennzeichnet, welcher aus der Gleichung

sin 3/ 1 sin «v
0 = —— ‘ 0 (66b)
cos (' \/sm o+ ¢*(ncosy — ksiny)? qn cosy — gk sin -y

bestimmt werden muf. Die erste Komponente dieser Vektorgleichung

sina = \/sin2a + ¢*(ncosy — ksiny)? sin 3 (67)
kann formal als Brechungsgesetz fiir die Phasenebenen angesehen werden, wobei der
Wurzelausdruck einen vom Einfallswinkel o abhéngigen Brechungsindex darstellt.
Bestimmung von ¢ und v

Die in der Definitionsgleichung 64b eingefithrten Gréflen ¢ und v konnen mittels dieser
Gleichung in der folgenden Form angegeben werden:

- 2

¢* cos2y = 1-— <%) <n2 —/{2) : (68a)
- 2

¢* sin2y = 2nk (%) (68b)

XIV.3.C. Skineffekt

Haben wir einen von einem Strom I durchflossenen Leiter vorliegen, so wird infolge des
Abklingens des E-Feldes im Inneren des Leiters auch die Stromdichte 77 = oF kleiner
werden. Dieser Effekt wird als Skineffekt bezeichnet.

Zylinderformiger Leiter

Wir wollen diesen Skineffekt an einem geraden zylinderformigen Leiter mit dem Radius
R naher betrachten. Wir verwenden hiezu die Telegraphengleichung 3a mit g = 1 und
vernachlassigen den Term mit e:

o dro 0 =,

Verwenden wir in Zylinderkoordinaten den Ansatz

E(p, ¢, 2,t) = E(p) & e™™ | (70)
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so ergibt sich aus Gleichung 69 die folgende Differentialgleichung fiir die Radialfunktion
E(p)

2 1d 9 ) o . Amo
<d—p2+;d—p+a>E(p):O mit ' =iw— (71)
Die Losung dieser Differentialgleichung ist eine Besselfunktion nullter Ordnung
1+1 Jo (1:;“ p)
E(p)=FE, J,(« EJ< ):ERi , 72
(p) (ap) = —5 " ()JO(%R) (72)
wobei wir die Eindringtiefe §
14
fim ¢ (73)

o \V2Tow

eingefithrt haben und in der letzten Gleichheitsbeziehung als Normierungsgrofie das am
Drahtrand p = R zugéngliche elektrische Feld E(R) verwendet haben.

Der gesamte durch den Leiter flieBende Strom I ergibt sich zu
R
I =2m0 / dpp E(p) (74a)
und fithrt zu einem komplexen Widerstand Z(w) des Leiters:

Z(w) = ( ) (74D)

Skineffekt fiir § < R

Wenn die Eindringtiefe § wesentlich kleiner als der Radius des Leiters ist (starker Skin-
effekt), dann kann die Naherungslosung

E(r)=E,e ™ = E,e " ei = E(R)é"s e 5 | (75)
verwendet werden, die den komplexen Leiterwiderstand
— 1
Z(w)=1 76
(@) = 2 0R5 (76)
ergibt (dies ist ein induktiver Widerstand, da wir den Zeitfaktor e~** verwendet

haben).

Vergleichen wir den wegen des Skineffektes frequenzabhéngigen Widerstand Z(w) mit dem

Gleichstromwiderstand Z(0)
l

Z(0) = , (77)
om R?
so konnen wir die infolge des Skineffektes auftretende Widerstandserhohung in der Form
Zw) 1—1R
— — 7
200~ 2 3 (78)

angeben.

Fiir Kupfer gilt ¢ ~ 5-10'7 s~!. Hiemit ergibt sich der folgende Zusammenhang zwischen der
Frequenz f in Hertz und der Eindringtiefe § in Zentimeter: § ~ 7/y/f. Dies bedeutet fiir die

Frequenzen 50 Hz, 5kHz, 0.5 Mhz und 50 Mhz Eindringtiefen von 1 cm, 1lmm, 0.1 mm und 0.01
mm.
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X1IV.4. Kristalloptik

XIV.4.A. Ebene Wellen in Kristallen

Wir betrachten einen homogenen Kristall, bei dem eine tensorielle Beziehung zwischen
den Groflen D und FE

— <> —
vorhanden sein soll (die weiteren Materialkonstanten seien durch ¢ = 1 und ¢ = 0

gegeben). Der dielektrische Tensor zweiter Stufe ¢;; ist symmetrisch
Eij = Eji (80)
und bewirkt, dafl im allgemeinen D nicht parallel zu E ist.

Ebene Wellen

Machen wir fiir die elektromagnetischen Felder innerhalb dieses Kristalls den Wellenansatz

o 1 - ... .
E(7,t) = 3 ek el (81a)
. 1 o e
D(7,t) = éDoe”“"“’“’t+c.c. : (81b)
— 1 — S .
H(F,t) = §Hoe’ks'7"_“”t+c.c. : (81c)

wobei w die Kreisfrequenz der Welle, § die Richtung des Wellenzahlvektors (mit 5% =
1) und k& den Betrag des Wellenzahlvektors angeben, so erhalten wir aus den Maxwell-
gleichungen in ladungsfreien Raumgebieten die folgenden Beziehungen:

divD =0 — §-Dy=0 |, (82a)
divH =0 — §-H,=0 |, (82b)

= 10 = L= W =
rotE——Ea — Sx E, = EH : (82¢)
rot H = Z ED — s X Ho kj_ D . (82d)

Gegenseitige Lage der Amplitudenvektoren

Aus Gleichung 82d folgt D, H, = 0, sodafl sich zusammen mit den Gleichungen 82a
und 82b wieder die Feststellung treffen 1aft, dafl die drei Vektoren s, D, und H, in
der angegebenen Reihenfolge ein Rechtssystem von orthogonalen Vektoren bilden. Da
aus Gleichung 82¢ die Beziehung H, E, =0 folgt, liegt der Vektor E, in einer Ebene
senkrecht zu HO, d.h. in der von den Vektoren 5 und D, aufgespannten Ebene. Der Vektor
E, weist somit im allgemeinen eine Komponente in Richtung s als auch eine zu dieser
Richtung senkrechte Komponente auf (diese zu § senkrechte Komponente ist parallel zu
50). In Fig. 14.2 sind diese Amplitudenvektoren hinsichtlich ihrer Lage zur Richtung des
Wellenzahlvektors graphisch angegeben.
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V1ol

Fig. 14.2 Lage der Amplitudenvektoren einer ebenen Welle in einem Kristall

Die Berechnung der zu s senkrechten Komponente von E, kann in einfacher Weise z.B.
dadurch erfolgen, dal wir mit beiden Seiten von Gleichung 82¢ das auflere Produkt mit §
bilden und dann Gleichung 82d verwenden:

2

(§x E,) x §= ﬁoxs?:#ﬁo . (83)

Tl

XIV.4.B. Fresnelsche Normalengleichung

Verwenden wir die Materialgleichung 79 sowie die Abkiirzung

n=t¢ (84)

w

so konnen wir die Gleichung 83 in der Form

— L= - 1 & =

EO—S(EO-S):$5~EO (85)
schreiben. Wir haben somit ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir die Komponen-
ten von E, vorliegen, welches nur dann eine von Null verschiedene Losung besitzt, wenn
die Koeffizientendeterminante verschwindet. Dies ergibt eine quadratische Gleichung fiir
n? und liefert im allgemeinen zwei verschiedene Losungen fiir n2. Die Tatsache, daf es in
optisch anisotropen Medien zu jeder gewahlten Richtung 5 des Wellenzahlvektors zwei im
allgemeinen verschiedene Werte fiir den Betrag des Wellenzahlvektors gibt, fithrt zu der
als Doppelbrechung bezeichneten Erscheinung der Strahlenaufspaltung beim Eintritt
einer ebenen Welle in den Kristall. Richtungen 3, fiir die die beiden Lésungen fiir n?

zusammenfallen, bezeichnet man als optische Achsen.

Bestimmungsgleichung fiir n?

Auf Grund der Symmetrieeigenschaft von Gleichung 80 gibt es immer ein kartesisches
Koordinatensystem, das sogenannte Hauptachsensystem, in dem der e-Tensor Diago-
nalform besitzt. In diesem Hauptachsensystem vereinfacht sich die Materialgleichung 79
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zu

DO$ EZ‘ O 0 EOZ' €$ EO$
Doy |=] 0 ¢ 0 Eoy | = €y By : (86)
D,, 0 0 e E,. €. Eo

sodafl wir die kartesischen Komponenten von Gleichung 85 in der Form

Doi (é_%) =5 (Eog) (i:.l’,y,Z)

schreiben konnen. Hieraus ergeben sich die Komponenten von D, zu

D, = 187Zl (EO . §) (i =uz,y,2) (87)

und die Bildung des inneren Produktes dieses Vektors D, mit dem Richtungsvektor §
ergibt auf Grund der Mawellgleichung 82a die Gleichung

-0 (88a)
e, n? g n* e, n?

welche als Fresnelsche Normalengleichung bezeichnet wird und eine Bestimmungs-
gleichung fiir die moglichen Werte von n? ist. Eine einfache Umformung dieser Gleichung
fithrt zu

nt (515325 +eys, + ezsz) —n? (eygz(l — 52) + e.6.(1 — 50) + £46,(1 — sz))+sxsy52 =0 ,

(88b)
also einer quadratischen Gleichung fiir n2, welche die beiden Losungen n%l) und n%Q) besitzt.
Entsprechend Gleichung 84 ergeben sich somit die beiden Werte k() und k) fiir die
Betrage von Wellenzahlvektoren, welche beide in die Richtung von § zeigen.

Polarisationsrichtungen der beiden Wellen zu einer gegebenen Richtung s

Jede der beiden Losungen von Gleichung 88b legt nach dem Einsetzen in Gleichung 85
das Verhaltnis E,;:F,y:E,,, d.h. die Richtung von EO fest. Bei einem reellen e-Tensor
erhalten wir so zwei Losungen Egl) und Eg2>, welche zwei linear polarisierte Wellen
beschreiben.

Wir wollen nun zeigen, dafl die Polarisationsrichtungen dieser beiden linear polarisierten
Wellen senkrecht zueinander sind, wenn wir zur Kennzeichnung der Polarisationsrich-
tung die auf den Vektor § senkrechten Vektoren 5(()1) bzw. 5(()2) verwenden. Fir diese
beiden Vektoren gilt entsprechend Gleichung 85

—

DY =ndy) (BN —5(EY-5) . DP=nk (BP-35(E? 9) . (89)

o o] o o]
Berechnen wir nun das innere Produkt von 551) mit 59 auf zwei Arten, indem wir
einerseits die erste Gleichung mit D{?) und anderseits die zweite Gleichung mit DY mul-

tiplizieren, so ergibt sich unter Beachtung von s 5(()2) =0 (i = 1, 2, siehe Gleichung 82a)
die Beziehung

—

DY DE =y B DY = oy BO - BY (900)

o] o
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Da nun aber die Gleichheit

EM.DP = EY)(e,EQ)) + E{) (¢,ES
= EQ (e,EQ) + ED (e, *<;,>> + E® (e,EV) = E® . DO (90b)

o

gilt, konnen wir Gleichung 90a auch in der Form

ngy BV - DS = nfy EV - DP) (90c)

o

schreiben, woraus fiir n7)) # nf,, die Beziehungen
EW.D® =0 sowie E®.DM =0 und DM . D® = (91)

folgen. Die letzte Gleichung gibt die zueinander senkrechte Polarisation der beiden linear
polarisierten ebenen Wellen an, die zu einer vorgegebenen Richtung s des Wellenzahlvek-
tors gehoren.

XIV.4.C. Doppelbrechung

Wir betrachten nun Wellenzahlvektoren in der z-z-Ebene des Hauptachsensystems des
e-Tensors, wobei wir
£y <y <€, (92)

voraussetzen (dies ist durch eine geeignete Bezeichnung des Hauptachsensystems immer
moglich).

Die Fresnelsche Normalengleichung 88a vereinfacht sich fiir diesen Fall wegen

x
Sp = —
r

, sy, =0 S, = ; (93)
auf die Gleichung
1 1 1 1 1 1
2 2
- - i 4
[x (sz n2) M (ex nQ)} <5y n2> 0 (94)

welche die richtungsunabhangige Losung n)

1 1
Ey 77,(1)

sowie die richtungsabhangige Losung n o)

1 1 1 1
L) €z Ty

besitzt. Diese beiden Losungen sind in Fig. 14.3 in Form von Wellenzahlflichen (Nor-
malenflichen) angegeben, die sich wegen der Voraussetzung von Gl. 92 in zwei Punkten
schneiden und so zu zwei optischen Achsen fithren. Einachsige Kristalle (mit nur einer
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optische
Achse

optische
- Achse

Fig. 14.3 Wellenzahlflachen eines zweiachsigen Kristalls

optischen Achse) ergeben sich fiir ¢, = ¢, oder ¢, = ¢, (im Falle von ¢, = ¢, = ¢, haben
wir ein isotropes Material vorliegen).

Die Richtungen der optischen Achsen kénnen wir leicht aus den Gleichungen 94a
und 94b bestimmen:

1 1
2 e &

nm=ne o F=71 1 - (95)
& &

Jeder ebene Schnitt, der eine optische Achse enthalt, heifit Hauptschnitt.

Reflexion und Doppelbrechung

Wir betrachten eine ebene Welle, welche aus dem Vakuum kommend auf die ebene Grenz-
fléche eines Kristalls auftrifft (siehe Fig. 14.4). Es kann gezeigt werden, dafl man mit dieser
einfallenden ebenen Welle

—

E(F,t)==E, Tt |6 e (96a)

| —

und einer reflektierten ebenen Welle
1

E'(,t) = 5 By e T e, (96b)
sowie zwei gebrochenen ebenen Wellen
o - I~ Z'E(l)-f“fiwu)t il - I~ iE(g)-FfiW(g)t
E(l) (T s t) = 5 Eo(l) (§] + c.c. s E(Q) (7" , t) = 5 0(2) e + c.c.

(96¢)
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die Randbedingungen an der Grenzflache des Kristalls erfiillen kann. Da an der Grenz-
flache des Kristalls keine Oberflachenladungen und keine Oberflichenstrome vorhanden
sind, ergeben sich die Randbedingungen zu

: (97a)

By (th)) e, (97b)
)) X €, (97¢)

7ot) 4+ Hoy(7,1)) x & (97d)

Damit diese Randbedingungen 97a bis 97d fiir alle Zeiten t und fiir alle Vektoren 7 in der
Grenzflache gelten konnen, mufl die Gleichheit

eik'F—’iwt — e’ik‘”'F—’int — eik(1)~F—iW(1)t — eikﬁ(g)'F—’iW(g)t (98)

(mit der Einschriankung 7 - €, = 0) gelten. Hieraus folgt einerseits
w = w” = w(l) = w(z) y (99)

d.h. die Gleichheit der Frequenz fiir einfallende, reflektierte und beide gebrochenen Wellen,
sowie . .

k x gz =k" x gz = ]{3(1) X gz = k‘(g) X gz s (100)
d.h. die Gleichheit der z-Komponente und der y-Komponente des Wellenzahlvektors fiir
einfallende, reflektierte und beide gebrochenen Wellen. Die vier Wellenzahlvektoren k,

z
A

|

o~

(1)

|

o~

(2)

= X

|

Fig. 14.4 Doppelbrechung und Reflexion einer ebenen Welle an der ebenen Grenzflache
eines zweiachsigen Kristalls
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K" , E(l) und /;(2) liegen somit in einer Ebene, der sogenannten Einfallsebene, welche von

dem Wellenzahlvektor k der einfallenden Welle und der Flichennormalen &, aufgespannt
wird.

In Fig. 14.4 ist die Konstruktion der Wellenzahlvektoren fiir die reflektierte und die bei-
den gebrochenen Wellen angedeutet. Man erkennt wieder das Reflexionsgesetz in seiner
unveranderten Gestalt (Einfallswinkel = Ausfallswinkel) . Fiir die erste gebrochene Welle
ergibt sich wegen der Richtungsunabhangigkeit von n() = /g, das gleiche Brechungsge-
setz wie bei einem homogenen Medium mit der Dielektrizitdtskonstanten ¢ = ¢,. Man
bezeichnet daher diesen gebrochenen Strahl als ordentlichen Strahl. Der zweite ge-
brochene Strahl wird als auflerordentlicher Strahl bezeichnet. Seine Richtungsberech-
nung erfordert die implizite Verwendung von Gleichung 94b.

Brechung von Lichtstrahlen

Noch etwas schwieriger wird die Rechnung, wenn wir tatsachlich einen Lichtstrahl in
Form eines kleinen ausgeblendeten Stiickes einer ebenen Welle betrachten. Der Energie-
transport erfolgt in Richtung des Poyntingvektors §, wie dies in Fig. 14.5 angedeutet
ist. Diese Richtung stimmt in einem Kristall im allgemeinen nicht mit der Richtung des
Wellenzahlvektors iiberein.

«
)

|

X

Fig. 14.5 Lage des Poyntingvektors einer ebenen Welle in einem Kristall



