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XII. ELEKTRO—- UND MAGNETOSTATIK

XII.1. Elektrostatik

XII.1.A. Gleichungen, Randbedingungen, Feldlinienverlauf
In der Elektrostatik gelten die beiden Maxwellgleichungen

div D(7) = 4mo(F) , rot E(F)=0 |, (1)
innerhalb des Raumbereiches eines homogenen Mediums die Materialgleichung

D(f)=¢E(F)  D(F) = E(F) +4xP(F) (2)
und an der Grenzflache zweier Materialien die Randbedingungen

ﬁ'(ﬁg—ﬁl):4ﬁa s ﬁX(EQ_El):O . (3)

Potentialgleichung

Die Giiltigkeit der homogenen Maxwellgleichung rot E = 0 erlaubt wieder den Ansatz

E(7) = —grad ¢(7) . (4)

Als Bestimmungsgleichung fiir das elektrostatische Potential ¢ ergibt sich aus der inho-
mogenen Maxwellgleichung unter Beachtung der Materialgleichung 2 die Poissongleichung

L 9
welche die allgemeine Losung
L1 o(™) .
=- [d¥ om 6
oF) =2 [ @ o+ Onen7) (6)

besitzt (vergleiche Kapitel II1.1.A). Die homogene Loésung ¢y, erfiillt die Differential-
gleichung

Asthom(F) =0 (7)

und dient zur Erfiilllung der Randbedingungen an der Oberfliche des Materials. Zu
beachten ist, dafl die Volumsintegration in Gleichung 6 nur iiber den Raumbereich aus-
gefiihrt werden darf, den das Material (mit der Dielektrizitatskonstanten ¢) ausfiillt.

Feldlinienverlauf an der Grenzflache zweier Medien

Wir betrachten die Grenzflache zweier Medien, welche die skalaren Dielektrizitatskon-
stanten £; bzw. g9 besitzen. Die Winkel zwischen der elektrischen Feldstarke und der
Flachennormalen sei im Medium 1 durch a; und im Medium 2 durch as gegeben. Falls
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keine Oberflachenladungsdichte vorhanden ist, folgen aus der Stetigkeit der Tangential-
komponenten von E und der Stetigkeit der Normalkomponenten von D die Gleichungen

E sinay = Ey sinay €1 By cosay =e9 By cosan (8)

aus denen sofort das Brechungsgesetz fiir die Feldlinien
tga;  tgao

- (9)

€1 €9

folgt. Bezeichnet man als das dichtere Medium jenes mit dem groferen Wert von ¢, dann
folgt aus Gleichung 9 die Feststellung, dafl beim Ubergang in ein dichteres Medium die
Feldlinien von der Flachennormalen weggebrochen werden.

XII.1.B. Losungsmethoden fiir Probleme der Elektrostatik
Bildladungsmethode

Bei dieser Losungsmethode werden fiktive Ladungen (Spiegelladungen) so geeignet ange-
ordnet gewahlt, dal in einem bestimmten Raumbereich die gleiche Differentialgleichung
und die gleichen Randbedingungen erfiillt werden wie von den wirklichen Ladungen (siehe
hiezu auch Kapitel I11.1.D.).

Potentialmethode

Die allgemeinste Methode zur Losung elektrostatischer Probleme besteht in der Losung
der Poissongleichung fiir das elektrostatische Potential und der Anpassung an die Rand-
bedingungen durch die Verwendung einer homogenen Losung.

Wir wollen im folgenden je ein Beispiel zu diesen Losungsmethoden betrachten.

XII.1.C. Punktladung vor einem dielektrischen Halbraum

Wir betrachten eine elektrische Punktladung ¢, welche sich an der Stelle x = 0, y = 0,
z = d befindet. Der Halbraum z < 0 sei mit einem Dielektrikum erfiillt, welches die
Dielektrizitatskonstante ¢ aufweist. Diese Anordnung ist auf der linken Seite von Fig.
12.1 angegeben, wahrend die rechte Seite die Bildladungsanordnungen zeigt.

Berechnung fiir den Halbraum 2z > 0

Fiir die Berechnung des elektrostatischen Potentials im Halbraum z > 0 nehmen wir
die in diesem Halbraum gegebene Punktladung ¢ sowie eine fiktive Ladung ¢’ an der
Stelle (0,0, —d) (diese fiktive Spiegelladung soll die gesamte Wirkung des Dielektrikums
im Halbraum z > 0 beschreiben). Fiir das Potential ¢ ergibt sich somit der Ausdruck

L q q
= 10
) =T T rde] (10)
woraus die elektrische Feldstarke
- r —de, r + de.
E >\ z / z 11

folgt.
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Fig. 12.1 Bildladungsmethode am Beispiel einer Punktladung vor einem Dielektrikum

Berechnung fiir den Halbraum 2z < 0

Fiir die Berechnung des elektrostatischen Potentials im Halbraum 2z < 0 nehmen wir eine
fiktive Ladung ¢” an der Stelle (0,0, d) der wirklichen Ladung ¢. Fiir das Potential ¢
ergibt sich somit der einfache Ausdruck

. q
= 12
o) = = am (12)
aus dem wir die elektrische Feldstarke
oo 7 — de,
E(r) =q" 7 — dé.|? (13)

erhalten.

Stetigkeitsbedingungen an der Grenzflache z =0

Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstérke folgt aus den
Gleichungen 11 und 13 die Beziehung

'F / F — IIL , (14&)

q +4q q
N R /R A/
wobei 7 in der z-y-Ebene liegt. Diese Gleichung ist somit in der gesamten Grenzflache
erfiillt, wenn fiir die fiktiven Ladungen ¢’ und ¢” die Beziehung

g+q¢ =4q" (14b)
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gilt.
Analog folgt aus der Stetigkeit der Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung bei
Verwendung der Materialgleichung D = ¢F aus den Gleichungen 11 und 13 die Beziehung

de, de, de,
g = e ———y (15)

4q q
VIET@E  rra /R
welche wieder in der gesamten Grenzflache z = 0 erfiillt ist, wenn fiir die fiktiven Ladungen
¢ und ¢” die Beziehung

—q+q =-eq" (15b)
gilt. Diese beiden Gleichungen 14b und 15b legen somit die fiktiven Ladungen fest:
, e—1 p 2
= — 5 = 16
1 1 e+1 ¢ =1 e+1 (16)

Einsetzen dieser Werte in die Gleichungen 10 bis 13 ergibt nun die explizite Losung des
vorliegenden Problems.

XII.1.D. Dielektrische Kugel in einem homogenen Feld

In einem homogenen elektrischen Feld E, = E, &, befinde sich im Koordinatenursprung
eine dielektrische Kugel (Dielektrizitatskonstante £) mit dem Radius R. Wir verwenden
dem Problem angepafite Kugelkoordinaten r, ¢, ¢ und betrachten den Aulenraum r > R
und den Innenraum r < R getrennt.

Potential im Innenraum

Da keine freien Ladungen vorhanden sind, gilt fiir das elektrostatische Potential ¢; im
Innenraum die Gleichung

Agbi(rv 197 SD) =0 ) (17)
welche die folgende im Ursprung reguléare allgemeine Losung besitzt:
Gi(r,0,0) = =Y b ' Yin (9, 0) (18)
lm

Potential im Auflenraum

Da auch im Auenraum keine freien Ladungen vorhanden sind, gilt fiir das elektrostatische
Potential ¢, gleichfalls die Gleichung

D(r,0,0) =0 . (19)

Wir benotigen nun die allgemeine Losung dieser Gleichung, welche im Unendlichen mit
dem vorgegebenen homogenen elektrischen Feld

E =E,é = grad F,z = —grad (—E,r cos) (20)

iibereinstimmt. Diese Losung lautet

47 1
¢a(ra v, 90) =—L,r 3 YiO ) + Z Aim m Y2m<197 90> . (21>
N , Im

cos v
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Randbedingungen auf der Kugeloberflache

Die Randbedingungen auf der Kugeloberfliche r = R ergeben sich aus der Stetigkeit
der Normalkomponente (= Radialkomponente) der dielektrischen Verschiebung und der
Stetigkeit der Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstarke zu

a¢z _ a¢a 8¢z _ 8¢a 8¢z
or - or ’ 00 Y T Oy

_ O¢q
r=R a(p

€

r=R r=R r=R r—R r—R

(22)
Der Koeffizientenvergleich bei den Kugelflachenfunktionen Y}, (¥, ¢) ergibt nun unter der
Voraussetzung, dafl Im # 10 gilt, die Gleichungen

_ [+1 1
by, LR = —ay, Tz 0 b R =y, T (23a)
welche nur die triviale Losung
am =0, bym =0 (fiir Im # 10) (23b)
besitzen.
Der Koeffizientenvergleich bei Yio(¥) ergibt die folgenden Gleichungen
4 2 [ 47 1
—& b10 = —EO ? — Ao ﬁ s —b10 R = —EO R ? + aio ﬁ s (24&)
aus denen die Koeflizienten a9 und by bestimmt werden konnen:
e—1_5 [4rm 3 47
= —F, | bjp=——1/—FE, . 24b
o= T 3 R (24b)

Die gesamte Losung fiir das elektrostatische Potential kann somit in der folgenden Form
geschrieben werden

3 7.5
¢i(F):—€+2E0r cost ¢o(F)=—E,r cosﬂ+:—3p , (25a)
wobel
- SRR, (25h)
p_€+2 o ‘-z

das gesamte induzierte Dipolmoment der dielektrischen Kugel ist.
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XII.2. Energie und Krafte im elektrischen Feld

XII.2.A. Elektrostatische Energie in dielektrischen Medien

Gemaf der allgemeinen Gleichung X1.63 ergibt sich fiir ein Dielektrikum mit einer skalaren,
feldunabhangigen Dielektrizitatskonstanten e die gesamte elektrostatische Energie zu

_1 3. L= *4_1 35(77)2
W_8—W/drE(r)~D(r)_8—ﬂ/er . (26)

Anderung der Feldenergie bei einer Verschiebung der Materie

Betrachten wir eine hinreichend kleine Bewegung der Materie, wobei sich an der Stelle
7 die dielektrische Verschiebung D(7) um 6D(7), die Dielektrizititskonstante (7) um
de(7) und die Ladungsdichte o(7) um o(7) &ndert, so ergibt sich fiir die Anderung der
gesamten elektrostatischen Feldenergie bei alleiniger Berticksichtigung von Termen erster
Ordnung der Ausdruck

SW = ﬁ / & B(7) - 0D(7) — 8% / & B(F)20e(F) . (27)
Verwendung von
E()=—grad¢(F) und  divD(7) = 47 o(F)
ergibt nun
E(F)-0D(F) = —div (¢(7)
= —div (¢(F)

so dafl wir Gleichung 27 in der Form

D)) + 6(i") div 4D ()
D(7)) + 4m 6(F) dolF)

oW = / & (7) o(7) — 8% / &3 B(7)? 0e(F) (28)

schreiben kénnen (wir haben hiebei das Verschwinden des Oberflachenintegrals fiir eine
hinreichend weit entfernte Oberfliche verwendet).

XII.2.B. Kraftdichte in einem dielektrischen Medium

Wir betrachten eine kleine Verschiebung 05 (") der an der Stelle 7 befindlichen Materie-

teilchen. Die bei dieser kleinen Verschiebung aufgrund der Kraftdichte f(7) an der Materie
geleistete Arbeit mufl der Abnahme der elektrostatischen Feldenergie entsprechen:

/ & F(7) - 65(F) = — oW . (29)

Zur Berechnung der Kraftdichte miissen wir nun den in Gleichung 28 angegebenen Aus-
druck fiir die Anderung der elektrostatischen Feldenergie durch die Verschiebungen 65 (7)
ausdriicken.
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Betrachten wir die Massendichte o(7), so gilt fiir die gesamte Anderung der Masse in
einem Volumen AV bei Durchfithrung der Verschiebungen 65 (1)

[ do () = - fp . &F - o(7) / & div (o(F)68(7)) ,  (30a)
woraus wegen der Willkiirlichkeit des gewahlten Volumens AV die Beziehung
00 (') = —div (o(r) 65 (7)) (30b)
folgt. Ganz analog ergibt sich fiir die Anderung der Ladungsdichte o(7") die Beziehung
0o(7") = —div (o(7) 05(7)) . (31)

Unter der Voraussetzung, dafl die skalare Dielektrizitatskonstante € nur eine Funktion der
Massendichte o ist

e=¢(o) (32a)
konnen wir die Anderung dieser Dielektrizititskonstanten in der folgenden Form schreiben:
de de . IR
de = P do = — P div (o(7) 65 (7)) . (32b)
Einsetzen in Gleichung 28 ergibt nun
—oW = — [d% o(7) o) +—/d3rE 7)2 5 (7)
1 - de =
= /drqb(f’)V-(g(F)éé’(F))—— d3TE<F)2—EV~(U<F)5§(F))
8T do
- 1 = (= de
_ 3. (NS o\t 3. (2 S2() . N
= /drg(r)és(r) V¢(r)+87T /dra(r)5s(r) V(E(T) do) ,

—

woraus durch Vergleich mit Gleichung 29 der folgende Ausdruck fiir die Kraftdichte f(7)
gewonnen werden kann:

F(7) = o(F) E(F) + o(r) v <E(F)2 $> : (33a)

&1 do

Eine einfache Umformung dieser Gleichung ergibt nun den iiblicherweise in der Literatur
angegebenen Ausdruck fiir die Kraftdichte in einem Dielektrikum:

. . 1 - 1 - d

Fir) = o) B#) - g B 9e) 4 -9 (B0 o)) - e
Der letzte Term in diesem Ausdruck gibt den Effekt der Elektrostriktion an. Er ist im
allgemeinen keineswegs so klein, dafl er vernachlassigt werden kann. Bei der Berechnung
der Gesamtkraft auf ein Dielektrikum gibt er jedoch keinen Beitrag. Fiir die Berechnung
der Gesamtkraft konnen wir daher formal auch die aus dem Maxwellschen Spannungsten-
sor (siehe Gleichung XI.65) folgende Kraftdichte

. . 1 . . 1 . .
verwenden, welche den beiden ersten Termen der rechten Seite von Gleichung 33b entspricht:
_— = 1 - o=
f(7) = o(F) E(F) — - E(7)* Ve(F) . (34b)
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XII.2.C. Beispiel: Dielektrikum in einem Plattenkondensator

Wir betrachten einen Plattenkondensator, dessen Platten den Abstand d haben. Die
Platten sollen eine Lange [ und eine Breite b aufweisen. Ein Dielektrikum mit der Breite
b und der Dicke d wird nun zwischen diese beiden Kondensatorplatten eingebracht. Diese
Anordnung ist in Fig. 12.2 skizziert. Wir wollen nun die Feldenergieanderung und die auf
das Dielektrikum ausgetiibte Kraft unter der Voraussetzung bestimmen, dafl die elektrische
Ladung () auf den Kondensatorplatten bzw. die Spannung U zwischen den Kondensator-
platten erhalten bleibt (der Kondensator ist in diesem Fall mit einer Spannungsquelle
verbunden).

Ladung @ bleibt erhalten (E=E©)

Wir berechnen zuerst die gesamte elektrostatische Feldenergie, wenn das Dielektrikum bis
zu einer Lange ¢ in den Plattenkondensator eingeschoben ist:

W(g):%EHbd <e§+¥> : (35)

Um die elektrische Feldstarke E durch die Gesamtladung () ausdriicken zu konnen, berech-
nen wir die Gesamtladung

1 £, 1-¢
=—Flb|e>+—= .
Q y (5 ;i + l ) (36)
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich

d 1

b l+ (e —1)
Die Berechnung der auf das Dielektrikum (in Léngsrichtung) einwirkenden Gesamtkraft
ergibt nun

W) = L BdQ = 2m @ (37)

__ W, ped el 1 _
Fo= =g =270 b(l+(5—1)§)2_87rE bd(e —1) . (38)

’

|
|
L
L

<
- N
_ < N
IR N
N
/<\\
s 7 N
, /
- L 7 4 ///\ N
/ 4 7 N
// 7
, N
. Kz Y >
7 s
. / N
,
N
e s ., 7

Fig. 12.2 Rechteckiger Plattenkondensator mit teilweise eingeschobenem Dielektrikum
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Das gleiche Ergebnis erhalten wir auch durch eine Volumsintegration tiber die Kraftdichte,
wie sie z.B. in Gleichung 34b angegeben ist. Mittels der Beziehung

Ve(i) = =(e = 1)o(F - & =€) (39)

ergibt sich
— - 1 — d 1
F= /d3r fliF) = —— /d3r B(F)?Ve(F) = — E? (e —1)bd &, . (40)
8w 8w

Spannung U bleibt erhalten  (Q = Q(&))

Fiir diesen Fall konnen wir die Ergebnisse von Gleichung 35 und 38 iibernehmen, wenn
wir die elektrische Feldstiarke E durch U/d ausdriicken:

WEQ) = - U5 (+ (- 18 (41)
szgiﬁU?g(g—n : (42)

Betrachten wir in diesem Fall (Kondensator an Batterie angeschlossen) die jeweilige
Gesamtladung des Kondensator als Funktion £ beim Einschieben des Dielektrikums, so

ergibt sich
b

QO=US(+(E-18 (13)

d.h. die von der Batterie zugefiihrte Energie

1 b

UQE) = - U = 1+ (e = 1)§) =2W(¢) (4)

ist doppelt so grof} als die gespeicherte Feldenergie. Es wird somit Arbeit am Dielektrikum
geleistet und zugleich die Feldenergie um den gleichen Betrag erhoht.
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XII.3. Magnetostatik

XII.3.A. Gleichungen, Randbedingungen, Feldlinienverlauf

In der Magnetostatik gelten die beiden Maxwellgleichungen

— — 4
div BF) =0 , 1ot HF)=—7 |, (45)
C

innerhalb des Raumbereiches eines homogenen Mediums die Materialgleichung
B(F)=pHF) bzw.  B(F)=H(7)+4xM(7) (46)
und an der Grenzflache zweier Materialien die Randbedingungen

(B B) =0 ix (Fo- H) ="K (47)

Potentialgleichung

Die Giiltigkeit der homogenen Maxwellgleichung div B =0 erlaubt den Ansatz

—

B(7) = rot A(F) . (48)

Als Bestimmungsgleichung fiir dieses Vektorpotential A ergibt sich aus der inhomogenen
Maxwellgleichung unter Beachtung der Materialgleichung 46 die Gleichung

> 4
rot rot A(7") = %T wi) (49a)
welche mit der Coulombeichung div A =0 auf die Poissongleichung
NAG) = =2 1 7(7) (49D)

fiihrt, die die allgemeine Losung

)
S r N .
A(T) = % /d3T/ |7_’»j<f'f>»l + Ah0m<T) (5())

besitzt (vergleiche Kapitel IV.1.A). Die homogene Losung ffhom erfilllt die Differential-
gleichung

A Ao (7) = 0 (51)

und dient zur Erfiilllung der Randbedingungen an der Oberfliche des Materials. Zu
beachten ist, dafl die Volumsintegration in Gleichung 50 wieder nur tiber den Raum-
bereich ausgefiihrt werden darf, den das Material (mit der Permeabilitdtskonstanten )
ausfillt.
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Feldlinienverlauf an der Grenzflache zweier Medien

Der magnetische Feldlinienverlauf an der Grenzflache zweier magnetischer Materialien
ergibt sich analog wie in Kapitel XII.1.A der elektrische Feldlinienverlauf an der Grenz-
flache zweier dielektrischer Materialien.

Wir betrachten wieder die Grenzflache zweier Medien, welche die skalaren Permeabilitats-
konstanten p; bzw. pg besitzen. Die Winkel zwischen der magnetischen Feldstarke und der
Flachennormalen sei im Medium 1 durch a; und im Medium 2 durch as gegeben. Falls
keine Oberflachenstromdichte vorhanden ist, folgen aus der Stetigkeit der Tangential-
komponenten von H und der Stetigkeit der Normalkomponenten von B die Gleichungen

H, sinay = Hy sinay py Hy cosaq = g Hy cosas (52)

aus denen sofort das Brechungsgesetz fiir die magnetischen Feldlinien

t t

g _ g (53)
H1 M2

folgt. Bezeichnet man als das magnetisch dichtere Medium wieder jenes mit dem grofieren

Wert von p, dann folgt aus Gleichung 53 die Feststellung, dafl beim Ubergang in ein

dichteres Medium die Feldlinien von der Flachennormalen weggebrochen werden.

XII.3.B. Losungsmethoden fiir Probleme der Magnetostatik
Methode der direkten Integration

Bei Problemen mit entsprechender Symmetrie (z.B. gerader zylinderformiger Leiter) kon-
nen die Gleichungen 45 direkt integriert werden (Stokes’scher Integralsatz).

Methode des Bildstrome

Bei dieser Losungsmethode werden fiktive Stromdichten (Spiegelstrome) so geeignet an-
geordnet gewahlt, dafl in einem bestimmten Raumbereich die gleiche Differentialgleichung
und die gleichen Randbedingungen erfiillt werden wie von den wirklichen Stromdichten.

Methode des skalaren magnetischen Potentials

In allen Raumgebieten, in denen keine Quellstromdichte 7" vorhanden ist, in denen also
J(7) = 0 gilt, folgt aus der dann giiltigen Maxwellgleichung rot H = 0 die Moglichkeit,
die magnetische Feldstarke H als Gradient eines skalaren magnetischen Potentials ¢,
darzustellen:

A7) = — grad 6 (7). (54)

Vektorpotentialmethode

Die allgemeinste Methode zur Losung magnetostatischer Probleme besteht in der Losung
der Poissongleichung fiir das Vektorpotential A und der Anpassung an die Randbedin-
gungen durch die Verwendung einer homogenen Losung.

Wir wollen im folgenden ein Beispiel betrachten, bei dem die Methode des skalaren ma-
gnetischen Potentials verwendet wird.
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XII.3.C. Homogen magnetisierte Kugel

Im Koordinatenursprung befinde sich eine homogen magnetisierte Kugel mit dem Radius
R, deren Magnetisierung durch

- {M@ fir r<R

M(r) = 0 sonst (55)

gegeben sei.

Skalares magnetisches Potential

Da fiir das vorliegende Problem die Stromdichte 7 im gesamten Raum Null ist, konnen
wir die magnetische Feldstarke iiberall im Raum als Gradientenfeld darstellen:

H(7") = —grad g (7). (56)

Aus der homogenen Maxwellgleichung fiir div B folgt unter Verwendung der Material-
gleichung 46 die Beziehung

div B(F) = div (H(F)+4r M(7)) =0  dh.  div H(F) = — 4z div M(7)
(57)

Somit ergibt sich fiir das skalare magnetische Potential die Bestimmungsgleichung

A oy (F) = drdiv M(F) . (58)

Potential im Innenraum und im Auflenraum

Wir verwenden dem Problem angepafite Kugelkoordinaten r, ¥/, ¢ und betrachten den
Auflenraum r > R und den Innenraum r < R getrennt.

Da sowohl im Innenraum als auch im Auflenraum die Divergenz der Magnetisierung M
verschwindet, gilt in beiden Bereichen die homogene Gleichung

Ang(Tv v, 30) =0 , (59)

welche die folgende spezielle Losung besitzt:
Onra(r, V) = % cosv (firr>R) , ¢ui(r,¥) =brcosd (firr < R) (60)
r

(wir haben diese spezielle Losung in Anlehnung an die Losung der Aufgabe XII.1.D
gewahlt und konnen mit dieser Losung die Randbedingungen auf der Kugeloberflache
erfiillen, womit dieser spezielle Losungsansatz gerechtfertigt ist).

Randbedingungen auf der Kugeloberflache

Die Randbedingungen auf der Kugeloberfliche r = R ergeben sich aus der Stetigkeit
der Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstarke f und der Stetigkeit der Nor-
malkomponente (= Radialkomponente) der magnetischen Induktion B = H + 47 M zu

_angz __anga _8¢Mz o _anga
oV W ’ or - or

M-7
r

+4r
r=R

r=R r=R r=R

(61)
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Durch Einsetzen aus den Gleichungen 60 und 55 in diese Randbedingungen ergeben sich
die beiden folgenden Gleichungen

2
bRsinﬁ:%sinﬂ : —bcosﬁ+47rMcosq9:R—Zcosﬁ ) (62a)
aus denen die Koeffizienten a und b bestimmt werden konnen:
47t R3 4
a=—""M , b=—M . (62b)
3 3
Die gesamte Losung fiir das skalare magnetische Potential kann somit in der Form
- 4
OaralF) = 5= . uilF) = 5 Mrcosy (63a)
r
geschrieben werden, wobei
4 3
M:/g%M@ (63b)

das gesamte magnetische Dipolmoment der Kugel ist. Innerhalb der Kugel besitzen somit
H als auch B nur eine z-Komponente und es gelten die Gleichungen

— 4 — —
Hz—%M’, B=""0 . (64)

Auflerhalb der Kugel haben wir ein reines Dipolfeld vorliegen, dessen Starke durch das
magnetische Dipolmoment m entsprechend Gleichung 63b gegeben ist.

XII.3.D. Kugel in einem homogenen magnetischen Feld
Wir betrachten nun eine Kugel, welche sich in einem dufleren homogenen Magnetfeld
B,(7) = B, = B, &, (65)

befindet. Mittels der Ergebnisse von Beispiel XII.3.C konnen wir die magnetischen Felder
innerhalb der Kugel sofort angeben:

H=B,——M |, é:&+?M. (66)

Dia— oder paramagnetische Kugel

Fiir eine dia— oder paramagnetische Kugel gilt die Materialbeziehung

B=upH | (67)
welche unter Verwendung der Gleichungen 66 in der Form
&+§M:M@réUQ (68)

geschrieben werden kann. Hieraus folgt die Magnetisierung M 7u

M:”__ligo _ (69)
w42 4r
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Ferromagnetische Kugel

Bei einem ferromagnetischen Material gilt anstelle einer linearen Materialgleichung eine
nichtlineare Beziehung, welche z.B. in der Form einer Magnetisierungskurve

M = M(H) (70)

vorliegen kann. Zusammen mit der Beziehung von GIl. 66

legt diese Magnetisierungskurve die Werte von H und M (und somit auch von E) bei
gegebenem &aufleren Feld B, fest. Auch ohne duferes Feld ergeben sich bei einer Mag-
netisierungskurve mit Hysteresis von Null verschiedene Werte fiir B und H , wie dies in
Fig. 12.3 angedeutet ist.

Eliminieren wir die Magnetisierung M aus den Gleichungen 66, so erhalten wir einen
linearen Zusammenhang zwischen B und H :

B+2H =3B, . (71)

-

P T 43 -0

.

Fig. 12.3 Magnetisierungskurve eines ferromagnetischen Materials mit den FEinstell-
punkten einer Kugel ohne dufleres Magnetfeld (schematisch, nicht mafistabsgetreu)
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XII.4. Energie und Krafte im magnetischen Feld

XII.4.A. Feldenergie in einem magnetisierbaren Medium

Gemaf der allgemeinen Gleichung X1.63 ergibt sich fiir ein magnetisierbares Material mit
einer skalaren, feldunabhangigen Permeabilitatskonstanten p die gesamte magnetostati-
sche Energie zu

1 a1 B()?
W—8—7T/drH(r)-B(r)—8—7T/dr e (72)

Anderung der Feldenergie bei einer Bewegung der Materie

Betrachten wir eine hinreichend kleine Bewegung der Materie, wobei sich an der Stelle
7 die magnetische Induktion B(7) um §B(7) und die Permeabilititskonstante () um
dp(7) dndert, so ergibt sich fiir die Anderung der gesamten magnetostatischen Feldenergie
bei alleiniger Berticksichtigung von Termen erster Ordnung der Ausdruck

1 [, - ﬁ 1 ;
— H 2\ . B >\ / 3 H —\ 2 — )
oW = — [ H(7) - 6B(F) - — [ HF) ou(r) (73)
Betrachten wir ein nichtleitendes Material, so gilt im Bereich des Materials die Maxwell-

gleichung rot H =0 und die magnetische Feldstarke kann somit als Gradientenfeld eines
skalaren magnetischen Potentials ¢,; dargestellt werden:

ﬁ(’?) = —grad ¢ (7)

Hiemit folgt aber nun
/d?’rﬁ-ég = —/d%’éé-ﬁqﬁM
_ _/d?»rﬁ. (5§¢M)+/d3r éy diveB = 0
0

so dafl wir Gleichung 73 in der Form

]_ 3 AN 2 —

oW = —— /drH('r) (™) (74)
™

schreiben konnen.
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XI1I.4.B. Kraftdichte in einem magnetisierbaren Material

Wir betrachten analog zu der Ableitung der elektrostatischen Kraftdichte in Kapitel
XII.2.B wieder eine kleine Verschiebung 5 () der an der Stelle 7 befindlichen Materie-

teilchen. Die bei dieser kleinen Verschiebung aufgrund der Kraftdichte f(7") an der Materie
geleistete Arbeit entspricht wieder der Abnahme der magnetostatischen Feldenergie:

/ & f(7) - 65(F) = — oW . (75)

Zur Berechnung der Kraftdichte dricken wir wieder den in Gleichung 74 angegebenen
Ausdruck fiir die Anderung der magnetostatischen Feldenergie durch die Verschiebungen
05 (") aus.

Unter der Voraussetzung, daf die skalare Permeabilitatskonstante ;1 wieder nur eine Funk-
tion der Massendichte o ist, erhalten wir fiir die Anderung dieser Konstanten den zu
Gleichung 32b analogen Ausdruck

Lo =~ L (o) 55(7)) (76)

Su —
H do

Einsetzen in Gleichung 74 ergibt nun
1 —
— oW = o d% H(7)? Su(r)
1 - dp =
S /d%» A2 LY. (0(F) 63 (7))

- dp

H(r)? ==

(A )

woraus fiir die Kraftdichte f(7) der folgende Ausdruck gewonnen werden kann:

|
| —_
—
o,
ﬁ(‘.».’3
Q
—
=
N—
[«%)
0|
—
S~—
<

fir) =79 (e ) (772)
bzw. nach einer Umformung
f(r) = 87rH<T) VM(T)+87TV<H<T> daa(r) . (77b)

Der letzte Term in diesem Ausdruck gibt wieder den Effekt der Magnetostriktion an.
Dieser Term gibt bei der Berechnung der Gesamtkraft auf ein magnetisches Material
keinen Beitrag, so dafl fiir die Berechnung der Gesamtkraft wieder die formal aus dem
Maxwellschen Spannungstensor (siehe Gleichung XI1.65) folgende Kraftdichte

i) = OTul7) = D= Bl Hel") = idi o Hy () By(7) = — o A7) 0up(7)
(78)

verwendet werden kann.



