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X. RELATIVISTISCHE HAMILTONFUNKTIONEN

X.1. Hamilton—Formalismus

X.1.A. Grundlagen

Klassische Newton—Dynamik

Das Newtonsche Kraftgesetz

_, dv
F=m— 1
mdt (1)

bildet zusammen mit dem Konzept der virtuellen Arbeit (virtuelle Verriickungen) die
Grundlage der klassischen Mechanik. Es existieren verschiedene gleichwertige For-
mulierungen der klassischen Mechanik:

e D’Alembertsches Prinzip
e Langrangesche Gleichungen
e Hamiltonsches Prinzip

e Hamiltonsche Gleichungen

D’Alembertsches Prinzip

Hiebei wird direkt mittels des Konzeptes der virtuellen Arbeit die Gleichung

Z(ﬁt—mth) 5T =0 (2)

t

als Basisgleichung der Mechanik verwendet. Die Summe ¢ lauft hiebei tiber alle Teilchen
des betrachteten Systems und im allgemeinen verschwinden die einzelnen Summenterme
nicht, da die Verriickungen 47 infolge von Zwangsbedingungen nicht unabhangig vonein-
ander sein miissen. Entsprechend umgeformt wird diese Gleichung auch als Lagrangesche
Bewegungsgleichung 1. Art bezeichnet (und die im folgenden besprochenen Lagrangeschen
Gleichungen dann als Lagrangesche Gleichungen 2. Art).

Langrangesche Gleichungen

Unter Einfithrung der zu verallgemeinerten Koordinaten ¢, gehorigen verallgemeinerten

Krafte Iy,
- Or)
F, =) F 3
=R ®

ergeben sich aus Gleichung 2 unter Verwendung der Transformationsformeln 7, = 7(..¢q,..)
wegen der Unabhéangigkeit der verallgemeinerten Koordinaten die Lagrangeschen Glei-

chungen
d (oT oT
- _F 4
dt (8(1’,) dq, R )
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wobei T' die kinetische Energie der Teilchen ist:

52
myry

T:zt: 5 : (4a)

Es gibt fiir jeden Freiheitsgrad eine Lagrangesche Gleichung 4.

Sind die Kréfte aus einem Potential ableitbar (konservative Systeme)

V()
qu - aqr ) <5>

so konnen die Gleichungen 4 mittels der Lagrangeschen Funktion

L(q,q) = T(q,q) — V(q) (6a)
auch in der Form 1 /oL oL
dt <5‘qr> g, ! (o)

geschrieben werden.

X.1.B. Extremalprinzip fir die Wirkung

Man kann die Lagrangeschen Gleichungen 6b auch aus einem Extremalproblem gewinnen.
Man betrachtet hiezu die Wirkung S

to
S= | dtL(q,q,t) (7)

t1

und fordert fiir den physikalischen Bewegungsablauf ¢, = ¢.(t) das Auftreten eines
Extremalwertes (Minimalwertes) dieser Wirkung, sodafl dieses Prinzip auch als Prinzip
der kleinsten Wirkung bezeichnet wird (Hamiltonsches Prinzip). Aus dem Variations-
problem

to
o [TdtLig.q ) =0 . dg(t) =dg,(t) =0 . (8)
1
ergeben sich die Euler-Lagrange-Gleichungen

d (0L\ OL
dt (3%) 0q, 0 ©)

welche mit den Lagrangeschen Gleichungen 6b iibereinstimmen.

Dieses Prinzip der kleinsten Wirkung ist fiir eine relativistische Formulierung der Be-
wegungsgleichungen vorteilhaft, da sich aus einer forminvarianten Wirkung immer form-
invariante Bewegungsgleichungen ergeben. Man hat somit in einem ersten Schritt eine La-
grangefunktion L so zu postulieren, dafl die Wirkung forminvariant ist. In einem zweiten
Schritt ist dann die gewahlte Lagrangefunktion als dem Problem angepafit zu verifizieren
(z.B. dadurch, da man bestimmte Bewegungsgleichungen erhalten méchte).
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X.1.C. Hamiltonsche Gleichungen
Man bezeichnet OL(g.0.1)
_ 0L(g.¢,t) _ :

N TR pr(4,4,t) (10)

als den zur verallgemeinerten Koordinate ¢, gehorigen verallgemeinerten Impuls p,
(kanonischer Impuls). Der Ubergang von den Variablen ¢, und ¢, auf die Variablen g,
und p, erfolgt mittels einer Legendre—Transformation

H(q,p,t Zprqr— (¢,4.t) . (11)

Die Funktion H wird Hamiltonsche Funktion genannt und fiihrt, wie aus der folgenden
Rechnung zu ersehen ist

. ) oL oL . oL
dH(g’p’t) = Z(prdqr _'_Qpor - a_ dQT I dQT) — —dt s

- 9qy 9q; ot
—~— —~—
Dr Pr
zu den Bewegungsgleichungen
OH(q, p,t : OH(q, p,t
L (LU (12)
Ipr 9q,

welche als Hamiltonsche Gleichungen (oder auch als kanonisch konjugierte Bewegungs-
gleichungen) bezeichnet werden. Ferner gilt bei expliziter Zeitabhéngigkeit der Lagrange-

funktion L
oH B oL

A T T Ay 1
ot ot (13)
Mit der Beziehung
Zpr QT =2T (14&)
folgt
H=Y"p ¢ -L=2T—(T-V)=T+V |, (14b)

d.h. die Hamiltonfunktion H entspricht der gesamten Energie (kinetische Energie T" plus
potentielle Energie V).

Betrachten wir die totale Zeitableitung der Hamiltonfunktion H
dd Z(8H. 8H.)+8_H_6_H
dt_ 94, Yo ) e T
\./-/
_pr qr

(15)

so sehen wir, dal H = E eine Erhaltungsgrofle ist, wenn H nicht explizit von der Zeit
abhangt.
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X.2. Hamiltonfunktion eines freien Punktteilchens

X.2.A. Nichtrelativistische Hamiltonfunktion

Die nichtrelativistische Lagrangefunktion eines freien Teilchens ist durch

2
L= (16)

gegeben (dies ist die klassische kinetische Energie eines Teilchens, da fiir ein freies Teilchen
keine potentielle Energie vorhanden ist). Aus dieser Lagrangefunktion folgt sofort der
Impuls

b= 0% =g, a7)

q;

sowie die Hamiltonfunktion

. 2 2
H:ZPiQi—LIZ<M% pl>zzp—l . (18)

C2m —~2m

Die kanonischen Bewegungsgleichungen folgen aus dieser Hamiltonfunktion zu

oH i ) 0H (q,
o) _pio o OHlp) o (19)
Opi m 9q;
und beschreiben ein freies Teilchen in der klassischen nichtrelativistischen Mechanik.
X.2.B. Relativistische Hamiltonfunktion
Damit die Wirkung S eine invariante Grofe ist, mufl gemafl der Gleichung
to T2
S:/ dtL:/ drvy L (20)
t1 T1
die folgende Beziehung gelten:
v L = invarianter Ausdruck . (21)

Zur Bildung dieses invarianten Ausdruckes haben wir nur die Masse m des Teilchens und
die Vierergeschwindigkeit u” zur Verfiigung. Aus der Vierergeschwindigkeit u” kann nur
die skalare GroBe u” u, = c¢? gebildet werden, welche aber eine Konstante ist. Dies fiihrt
zum folgenden Ansatz fiir die relativistische Lagrangefunktion Ly, eines freien Teilchens

v Ly = Konstante (22a)

wobei zur Ubereinstimmung mit den nichtrelativistischen Grenzfall diese Konstante —mc?
gesetzt wird:

yLy=-mc* , dh Lpgp=-mc/1—— . (22b)
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Hieraus ergibt sich nun sofort der Teilchenimpuls zu
—— =ymu; . (23)

Die relativistische Hamiltonfunktion Hy, eines freien Teilchens lautet somit

2 2
Hft:ﬁ-ﬁ—Lft:fmeZ—i—mfyc =ym [uQ—i—cQ (1—%)] =ymc® . (24)

Dieser Ausdruck fiir die Hamiltonfunktion eines freien Punktteilchens entspricht genau
dem Energieausdruck fiir ein freies Punktteilchen, wie er in Gleichung VIII.18 angegeben
ist.

X.2.C. Bewegungsgleichungen eines freien Punktteilchens

Wir miissen aber fiir die Anwendung der kanonischen Bewegungsgleichungen diese Hamil-
tonfunktion 24 nun noch durch die kanonisch konjugierten Gréflen 7 und p’ ausdriicken.
Ausgehend von der Gleichung 23 erhalten wir den folgenden Zusammenhang zwischen der
Geschwindigkeit @ und dem Impuls p':

U2
p2 — 72m2u2 N (1 _ g p2 — m2u2

Auflésung nach der Geschwindigkeit u ergibt nun

o p? PP+ mic?
2 2 292 Y= ) (25>
& p°+ mc mc

womit sich die Hamiltonfunktion in der kanonischen Form

Hyp = \/m2c* + 2p? (26)

schreiben 1a8t. Dieser Ausdruck fiir die Hamiltonfunktion stimmt genau mit dem relati-
vistischen Energieausdruck fiir ein freies Teilchen iiberein (siehe Gl. VIII.20b). Aus dieser
Hamiltonfunktion ergeben sich sofort die kanonischen Bewegungsgleichungen fiir ein freies

Teilchen: oH OH
Opi ym Ox;
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X.3. Freie elektromagnetische Felder

X.3.A. Elektrodynamik als Lagrangesche Feldtheorie

Haben wir anstelle eines Punktteilchens, welches eine Weltlinie durchlauft, ein den ganzen
Raum erfiillendes Feld ¢(z#) vorliegen, so miissen wir die Wirkung in Analogie zu Glei-
chung 7 durch ein Wirkungsfunktional
to ]_
S0.0"6) = [ dtL(t) = - [ d'x L (o("),06(2") (28)
t1 Q
angeben, wobei L (¢(7,t),0"¢(r,t)) eine invariante Langrangedichte darstellt. Damit
dieses Wirkungsfunktional ein Extremum aufweist
to to N .
5 [Carnwy=6 [ at / & L (¢(7, 1), Vo(7 1), d(F, 1)) = 0 (29a)
t1 t1

unter den Nebenbedingungen

und der weiteren Forderung, daf§ die Variation von ¢ auf dem Rande des Feldes zu jeder
Zeit verschwindet, miissen wieder die zugehorigen Euler-Lagrange—Gleichungen

oc ., oL
o) 0 a(eree) " (30)

erfullt sein.

Haben wir ein Feld A* mit mehreren Komponenten vorliegen, so erhalten wir aus dem
Variationsprinzip anstelle einer partiellen Differentialgleichung mehrere partielle Differen-
tialgleichungen :

oL , oL

A 0 8(8%4“)_0 . (31)
Zu bemerken ist noch, dafl fiir vorgegebene Feldgleichungen die Lagrangedichte nicht
eindeutig bestimmt ist, da die Addition der Viererdivergenz eines beliebigen Feldes zur
Lagrangedichte keine Auswirkung auf die Euler-Lagrange—Gleichungen hat (ein solcher
Zusatzterm in Gl. 28 kann mittels des vierdimensionalen Gauflschen Integralsatzes in
ein Oberflachenintegral umgewandelt werden und ergibt somit keinen Beitrag bei der

Variation 65 = 0).

Hamiltondichte

In Analogie zu Gleichung 10 definiert man die zur FeldgroBe ¢ (7, t) kanonisch konjugierte
Impulsdichte

(7, t) = 8_£ (32)
¢
und hiemit die Hamiltondichte H
H(p,m) = TH—L (33a)

bzw. die Hamiltonfunktion H
H(t) = / & H(p,m) (33b)
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X.3.B. Lagrangedichte des freien elektromagnetischen Feldes

Mit Hilfe der relativistischen Schreibweise kann man die relativistischen Forminvarianten
des elektromagnetischen Feldes als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion einer Lagrange-
dichte nehmen. Aus dem Feldstirketensor F'* konnen die beiden in den Gleichungen
[X.34a und IX.34b angegebenen Invarianten gebildet werden. Da die Invariante von
Gleichung IX.34b nur einen Pseudoskalar darstellt, verwenden wir nur den invarianten
Ausdruck von Gleichung IX.34a zur Aufstellung der Lagrangedichte L., des freien elek-
tromagnetischen Feldes :
o 1 vy 1 2 D 2

Lem = Tor F, F" = ™ (E<—B”7) (34)
(wir haben hier bereits konstante Faktoren so hinzugefiigt, daf die aus dieser Lagrange-
dichte folgende Hamiltondichte mit der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes
ibereinstimmt).

X.3.C. Bewegungsgleichungen des freien Feldes

Stellen wir die Lagrangedichte von Gleichung 34 mit Hilfe des Viererpotentiales und seiner
Ableitungen dar

1
LemlAu(z),0,Au(2)] = — Ton (0,A, —0,A,) (0AF —0O'A”) | (35)
™
so konnen wir die Euler-Lagrange—Gleichungen entsprechend GI. 31 bilden:
OLem , 0Ly 1, B
AN —0 78(6’04“)_@8 F,=0 . (36)

Dies sind die inhomogenen Maxwellgleichungen 1X.15 fiir ein quellenfreies Raumgebiet.
Die homogenen Maxwellgleichungen IX.18a bzw. IX.19 sind keine Bewegungsgleichungen
im Sinn der Euler-Lagrange-Gleichungen, sondern folgen ganz allgemein aus der Defini-
tion des Feldstarketensors (siehe Kap. IX.1.C).

Hamiltonfunktion

Bilden wir entsprechend Gleichung 32 die kanonischen Impulsvariablen

1 OLem(APAY) DL (A", AV)

T (7, 1) = = : , 37
( ) c a (80140) aAo(,r—,»’t) ( )
so erhalten wir
— — 1 —
mo(r,t) =0 mi(r, 1) = “Irc Ei(r.t) . (38)
Die Hamiltondichte H,,, bzw. die Hamiltonfunktion H.,, ergeben sich aus
Hom (7, 8) = 7y PA” — Loy . Hom(t) = / & Hom (39)
zu
1 - . .
Hom = = (E*+B?+2E grad¢) | (40a)

8
1 L
Hon(t) = / & Ho = o= / & (E?+ B?) . (40D)
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X.4. Elektromagnetische Wechselwirkung

X.4.A. Lagrangefunktion der Wechselwirkung

Wir wollen nun die Wechselwirkung zwischen einem elektrisch geladenen Teilchen und
einem elektromagnetischen Feld betrachten. Hiezu beachten wir, dafl ein bewegtes ge-
ladenes Teilchen einen Viererstrom j# erzeugt und ein elektromagnetisches Feld durch
das Viererpotential A* beschrieben wird. Zur Erzielung einer linearen Theorie haben
wir fiir die Wechselwirkungs—Lagrangedichte £, aus diesen beiden Vierergréfien eine li-
neare Invariante zu bilden. Die einzige lineare Invariante, welche aus diesen beiden
Vierergroflen gebildet werden kann, ist durch

Lonlt) = =3 A"(2) u() (41)

gegeben (wobei wieder ein konstanter Faktor so hinzugefiigt wurde, dafl sich die Maxwell-
gleichungen mit den richtigen Faktoren ergeben). Unter Verwendung der expliziten Dar-
stellung des Viererstromes (Gleichung IX.5) und der expliziten Darstellung des Vierer-
potentiales (Gleichung IX.8)

r(3) 0 #e(3)

kann diese invariante Wechselwirkungs-Lagrangedichte auch in der Form
1 -

geschrieben werden.

Punktteilchen

Fiir ein Punktteilchen mit der elektrischen Ladung ¢ lauten Ladungsdichte und Strom-
dichte (siehe die Gleichungen II.6a und II1.6b)

o(f 1) =qo(r =7 () ,  J(Ft)=qu(t)o(F —7(t) , (44)

so daB sich fiir die Lagrangefunktion L., , welche die Wechselwirkung eines geladenen
Punktteilchens mit einem elektromagnetischen Feld beschreibt, der Ausdruck

Lypw(t) = /d3'r Low(T,t) = —qo(7(t), 1) + % a(t) - A(F(t),1) (45)

ergibt.

X.4.B. Bewegungsgleichungen der elektromagnetischen Felder

Betrachten wir nun die aus der Lagrangedichte L., des freien elektromagnetischen Feldes
(Gleichung 34) und der Lagrangedichte L,,,, der Wechselwirkung (Gleichung 41) gebildete
Lagrangedichte

1

o Fnle) F@) = 4@ jula) . (40)

E(l‘) = ‘Cem(x) + ,wa(l‘) = -
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so erhalten wir aus den Euler-Lagrange-Gleichungen 30 die folgenden Bewegungsglei-
chungen fiir das an Quellstrome gekoppelte elektromagnetische Feld:

oL oL 1 1

— =0 —=—-J — 0" F, =0 . 47

DAR 9 (0" Aw) c Ju(x) + I u(2) (47a)
Diese Gleichungen sind genau die inhomogenen Maxwellgleichungen

O Fole) = " jula) (47h)

wie sie bereits in Kapitel IX angegeben wurden.

Fiir die homogenen Maxwellgleichungen ergibt sich durch die Ankopplung der Felder an
die Strome keine Anderung, da sie direkt aus der Definition des Feldstarketensors folgen.

Auch die kanonischen Impulsvariablen des elektromagnetischen Feldes andern sich durch
die Ankoppelung nicht:
. 1 OL(A*, 0" A*) 1
(7, t) = — = —

¢  0(0YA7) 47 e

Foo . (48)

X.4.C. Bewegungsgleichungen eines Punktteilchens

Die Lagrangefunktion eines elektrisch geladenen Punktteilchens ist durch die Summe der
Langrangefunktion Ly, des freien Punktteilchens (Gleichung 22b) und der Lagrangefunk-
tion Ly, der Wechselwirkung (Gleichung 45) gegeben:

/ w2 .
L<F7ﬁut>:Lft_FwaZ_Tnc2 1_§_Q¢<T7t)+

Aus dieser Lagrangefunktion ergibt sich der kanonisch konjugierte Teilchenimpuls
P zu

SR

@ A7, t) (49)

oL
ou; ~—— ¢ c
Di

Der in dieser Gleichung verwendete Ausdruck
pi=ymu (51)

wird als mechanischer Impuls des Teilchens bezeichnet.

Hamiltonfunktion

Die Hamiltonfunktion dieses wechselwirkenden Systems ergibt sich entsprechend der all-
gemeinen Gleichung 11 zu

m02

H(F,P,t) = Pi—L(7,@,t) = ymu?+ L A+
c Y

+go-T@A=ymetqs . (52)

Eliminieren wir die Geschwindigkeit u mittels der aus Gleichung 50 folgenden Beziehung

_ N2 2
P24 1- L) = m22 :
c c?
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woraus sich

@ (Poud) V(B2 d) e N
g_(ﬁ—ﬂg)z—l—m?c? ’ T mce %9)
ergibt, so lautet die kanonische Form der Hamiltonfunktion folgendermaflen:
H(7,P,t) =\/m?c* + 2 (P——A) +q¢ . (54a)
c
Die nichtrelativistische Naherung ergibt sich aus der Reihenentwicklung
; (P-2d)
H(7,P,t) =mc* + 5 +...+q9 . (54b)
m

Bewegungsgleichungen

Berechnen wir nun entsprechend den kanonischen Bewegungsgleichungen 12 die zeitliche
Anderung von 7 und P aus der Hamiltonfunktion 54a, so ergibt sich fiir die Geschwindig-
keit @ die Beziehung

d oH 1, q
i =T = o = P—=A) 95
RS 0P, fymCQC ( c ) (55)

welche mit Gleichung 50 tibereinstimmt. Fiir die zeitliche Anderung des kanonischen
Impulses P ergibt sich die Gleichung

d OH 1 q q 0A; op q 0A; 0¢
—P=- — 2<p__A,)_ I gL =2u,—L gL 56
dt ox;  ~ymc? ¢ c 7 ) ¢ Ox; 4 ox; cu] ox; 4 ox; (56)
ymau;
welche wir unter Verwendung von Gl. 50 in der Form
d d q d q 0A;  q 0A;
Lpd(pta) - g
a T at ( * al T a T W
auch als Bewegungsgleichung fiir den mechanischen Impuls p schreiben konnen:
d 0o 1 0A; q 0A,; 0A; q /. =
dtp q( or; c@t) (]ax uj@xj) 1 +C(u>< )z (57)
—_———

Ei (ﬁxrotff)i

Wir haben somit aus dem Ansatz 41 fiir die Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen
und elektromagnetischem Feld nicht nur die inhomogenen Maxwellgleichungen 47b her-
geleitet, sondern auch die Lorentzkraft (siche die Gleichungen VIIL.8 und IL.8).



