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Teil 2: SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

VII. RELATIVISTISCHE KINEMATIK

VII.1. Grundlagen der speziellen Relativitatstheorie

VII.1.A. Versuch von Michelson—Morley

Dieser Versuch sollte dazu dienen, eine Bewegung gegeniiber dem Ather festzustellen
(Ather = Medium, in dem sich die Lichtwellen ausbreiten). Die erste Durchfithrung des
Versuches erfolgte 1881 von Albert Abraham Michelson. Nach Kritik von Lorentz (1884)
erfolgte 1887 eine verbesserte Durchfithrung zusammen mit Edward Williams Morley.

Prinzipieller Versuchsaufbau

Ein von einer Lichtquelle ausgehender Lichtstrahl wird an einer halbdurchlassigen Glas-
platte S, in zwei Teilstrahlen zerlegt, deren Richtungen um 90 Grad verschieden sind und
die an je einem Spiegel S; bzw. Sy zur Glasplatte S, zuriickreflektiert werden. Je nach
dem Laufzeitunterschied dieser zwei Teilstrahlen ergibt sich nach der Wiedervereinigung
ein Interferenzbild.

TF

Fig. 7.1 Prinzipieller Versuchsaufbau des Versuches von Michelson-Morley
(Lichtquelle L, halbdurchlassige Glasplatte S,, Spiegel Sy,
Spiegel Sy, Beobachtungsfernrohr F)
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Versuchsaufbau ruht im Ather

Ist I, die Entfernung des Spiegels S; und [y die Entfernung des Spiegels Sy von der Glas-
platte S,, so betragen die beiden Laufzeiten

210 21y
t1 = — to = — . 1
1 c ) 2 c ( )
Fir [ =1l = L folgt t; =t und es treten keine Interferenzen zwischen den beiden
Teilstrahlen auf.

Versuchsaufbau bewegt sich gegeniiber dem Ather

Bewegt sich der Versuchsaufbau mit der Geschwindigkeit v gegeniiber den Ather (in Rich-
tung des zum Spiegel S; laufenden Teilstrahles), so verschiebt sich der Versuchsaufbau
wihrend des Hinlaufens des Teilstrahles 1 um die Strecke Al"

hin hin
pin - WHART AR g 00 i
& v cC—v cC—0

und wihrend des Riicklaufes des Teilstrahles 1 um Alfuec®

B ll o Al?l“ueck Ali’ueck ’Ull

tqueck — N Al{ueck — tqueck —
c v c+v c+v
Somit ergibt sich fiir die gesamte Laufzeit des Teilstrahles 1
, 20 1
t = thzn 4 trueck -1 )
1 1 1 c 1_§ ()
Analog ergibt sich fiir den Teilstrahl 2 fir den Hinlauf
A 12 4 Alhi" 2 A hin ) .
W=2(2>=12—amwri£—etyzl2
c v 2 _ 12 2 _ 12

und ein genau entsprechender Ausdruck fiir den Riicklauf, sodafl die gesamte Laufzeit des

Teilstrahles 2 durch
21, 1
¢ 1_2

c2

ty =215 =

(3)

gegeben ist.

Fir l; =1, = L folgt nun t; > t; und es miifite eine Interferenz der beiden Strahlen zu
beobachten sein.

Dieses Experiment wurde wiederholt durchgefiithrt (unter Beriicksichtigung der jeweils
verbesserten Mefimethoden) und ergab immer ein negatives Resultat, d.h. es konnte
nie eine Verschiebung der Interferenzstreifen bei einer Drehung der Apparatur nachge-
wiesen werden.
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VII.1.B. Langenkontraktion, Zeitdilatation

Unter den vielen Erklarungsversuchen fiir den negativen Versuchsausgang war auch die
ad hoc Hypothese (1892 Lorentz, 1893 Fitzgerald):

Jeder Korper wird in Richtung seiner Bewegung um den Faktor /1 — 32 kon-
trahiert (Lorentz-Kontraktion). Hiebei gilt § = v/c.

Hiemit war das Konzept des Athers gerettet, auch wenn dieser nun unbeobachtbar war.

Fiir eine prinzipielle Unbeobachtbarkeit ist aber nun wegen des (Gedanken-)Experimentes:
Messung der Laufzeiten des am Spiegel S, reflektierten Strahles einmal bei einer beziiglich
des Athers ruhenden Anordnung

21y

ruhend __
t2 -
C

und einmal bei einer beziiglich des Athers bewegten Versuchsaufbaues

21y 1

c \1—[2

bewegt
ty =

eine weitere Aussage notwendig:

Die Zeitmessung in einem bewegten System liefert einen um den Faktor /1 — (52
kleineren Wert, d.h. die Zeit vergeht in einem bewegten System langsamer
(Zeit-Dilatation).

VII.1.C. Postulate der speziellen Relativitatstheorie

Albert Einstein postulierte 1905 die spezielle Relativitétstheorie (der Name ist nicht als
sehr gut zu bezeichnen, da vor allem absolute Eigenschaften postuliert werden):

e In allen zueinander gleichférmig bewegten Bezugssystemen ist die Lichtgeschwindig-
keit durch ¢ gegeben.

e Alle diese Bezugssysteme sind gleichwertig und die Naturgesetze sind in allen diesen
Systemen gleich.

e Der Raum ist isotrop und homogen.
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VII.1.D. Lorentztransformationen

Zur Bestimmung der Transformationsgleichungen beachten wir die folgenden Punkte:

1. Raum isotrop und homogen =~ —  Transformationsgleichungen linear.

2. FEine Ebene im System S mit der Flachennormalen senkrecht zur Geschwindigkeit v,
mit der sich ein System S’ gegeniiber S bewegt, geht iiber in eine Ebene im System
S’, welche sich nicht bewegt.

3. Da die Lichtgeschwindigkeit konstant sein soll, folgt aus c*? = 2% +y?> + 22 (im
System S) immer c*t? = 2% + y? + 2 (im System S, wobei vorausgesetzt wird,
dafl der Koordinatenursprung des Systems S’ mit dem Koordinatenursprung des
Systems S zusammenfillt). Mit der Definition s* = c*? — x? — y? — 2% gilt fiir

lineare Transformationen der folgende Sachverhalt: folgt aus s?> = 0 immer s? = 0,

dann gilt bis auf eine Skalentransformation Gleichheit von s? und s2, d.h. s? = As",

wobei A nur von ¢ abhéngt. Die postulierte Isotropie des Raumes erlaubt aber nur
eine Abhéngigkeit von ||, soda$ fiir die Umkehrtransformation das gleiche A gelten

muB. Daraus folgt A? = 1 und zusammen mit A(|] — 0) = 1 schlieSlich A = 1.

Standard-Lorentztransformation

Bei der Standard-Lorentztransformation wahlt man die Koordinatenachsen so, dafl sich
das System S’ mit der Geschwindigkeit v entlang der positiven z-Achse bewegt, wobei diese
Achse mit der 2/-Achse libereinstimmt. Ferner nimmt man an, dafl zur Zeit t =t = 0
der Koordinatenursprung des Systems S’ mit dem Koordinatenursprung des Systems S
zusammenfallt.

Gemaf Punkt 2 gehen die Ebenen y = 0 und z = 0 in die Ebenen 3y’ = 0 und 2z’ = 0 iiber.
Dies fithrt sofort zu den Transformationsgleichungen

vy=v , 2=z . (4)
Die verbleibenden Transformationskoeffizienten A, B, D gemafl den Gleichungen
¥ =Ax—vt) t'=Bt—Dx
folgen aus der Beziehung (Punkt 3 der oben angegebenen Feststellungen)
22 _ = 242 _ g2

zZu

1 v
Mit den Kurzbezeichnungen
v 1
= - = 6
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kénnen wir daher die Transformationsgleichungen fiir die Standard-Lorentztransformation
in der Matrixnotation

ct’ v =0y 0 0 ct
| | -6y v 00 x
v |71 o o0 10 y (7)
Z 0 0 01 z

schreiben, wobei die auftretende Matrix als Transformationsmatrix A bezeichnet wird:

vy =By 00
- 0 0

A=A@):= 057 01 o | (8)
0 0 01

Wie durch explizite Rechnung leicht gezeigt werden kann, gilt fiir diese von der Geschwin-
digkeit v abhéingige Transformationsmatrix die Beziehung

Aw)™ = A(=v) . 9)

womit die zur Transformation von Gleichung 7 gehorige Umkehrtransformation sofort
angegeben werden kann:

ct v By 0 0 ct’
x| [ By v 00 x
y |71 o o 10 y | (10)
z 0 0 01 2

Allgemeine Lorentztransformation

Neben der Standard-Lorentztransformation gibt es noch weitere Lorentztransformationen,
z.B. die reine Zeitspiegelung oder die reine Raumspiegelung

-1 0 0 0 10 0 O

0 100 0O -1 0 O

AZeitsp. - 0 010 ) ARaumsp. - 0 0 -1 0
0 0 01 0O 0 0 -1

Fiir diese beiden Transformationen gilt jedoch det A = -1 und daher sind diese Transfor-
mationen keine “eigentlichen” Lorentz-Transformationen, fiir die det A = +1 gilt.

Wir wollen uns im folgenden auf eigentliche, orthochrone (= zeitrichtige) Lorentz-Trans-
formationen beschranken. Diese konnen unter Verwendung von dreidimensionalen Dreh-
matrizen D(aq, ag, a3), wobei die drei Parameter z.B. die drei Eulerwinkel einer be-
stimmten Drehung darstellen, immer durch das Produkt von zwei Drehungen und einer
Standard-Lorentztransformation dargestellt werden:

10 0 0 Ny =By 0 0 10 0 0

o By 4 000

A=l Djj(ay, o, of) 00 10 0 Dyjar, oz, as3) (1)
0 0 0 01 0
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VII.2. Vierergrof3en

VII.2.A. Raum—Zeit—Welt

Die Raum—Zeit—Welt stellt eine geometrische Interpretation der speziellen Relativitats-
theorie dar (Minkowski, 1908).

Die Punkte dieses Raumes sind die "Ereignisse’ (ct, z, y, z).

Jedes (Punkt-)Teilchen durchléuft eine Weltlinie (eindimensionale Menge von Raum—
Zeit-Punkten).

Die gesamte Welt besteht aus einer Ansammlung vieler solcher Weltlinien.

Die physikalischen Gesetze stellen eine geometrische Beziehung zwischen diesen
Weltlinien dar.
Geometrische Darstellung der Standard-Lorentztransformation

Wir kénnen uns bei der Standard-Lorentztransformation auf die Betrachtung der Zeitko-
ordinate ¢t und der Ortskoordinate = beschranken. Schreiben wir nun Gleichung 10 fiir
diese beiden Koordinaten in der Form

(=03 7)) - ) ) (2 7)) (8) 7
()

<577>

ct ct’

(12)

0

Fig. 7.2 Geometrische Veranschaulichung der Standard-Lorentztransformation
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so stellt der erste unterklammerte Vektor den Raum-Zeit-Punkt (¢t = 1,2" = 0) im
System S dar und legt somit Richtung und Einheitenunterteilung der ct’-Achse im System
S fest, wihrend der zweite unterklammerte Vektor den Raum-Zeit-Punkt (¢t = 0,2" = 1)
im System S darstellt und somit Richtung und Einheitenunterteilung der x’-Achse im
System S festlegt (siehe Fig. 7.2).

Einheitsvektoren fiir beliebige Geschwindigkeiten

Die Menge aller Einheitsvektoren z/ geméaf3 < Cxt ) = ( i " )

geniigen der Gleichung
Po PR (1) =1 (13)
d.h. sie liegen in der ct-z-Ebene auf einer Hyperbel.

Analog gilt fiir die Menge aller Einheitsvektoren ct’ gemaf ( Cxt ) = < 577 )

die Beziehung
PP (1- ) =1 (14)

d.h. sie liegen in der ct-z-Ebene gleichfalls auf einer Hyperbel.

ct

52<0
Gegenwart

>X

52=0
(Lichtkegel)
Vergangenheit

Fig. 7.3 Invariante Bereiche der Raum-Zeit—Welt
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Invariante Bereiche der Raum—Zeit—Welt

Da die Groe s? = c*t* — 2% —y? — 2® bei homogenen Lorentztransformationen invariant
bleibt, kann die gesamte Raum—Zeit—Welt in die invarianten Bereiche

2 <0 raumartig

$2=0 lichtartig (15)
, . ] ) t >0 Zukunft

$2>0 zeltartlg mit { t <0 Vergangenheit

eingeteilt werden. In Fig. 7.3 sind diese Bereiche geometrisch veranschaulicht. Der
Lichtkegel s> = 0 trennt die Gegenwart von der Vergangenheit und der Zukunft und
die Richtung der Zeitachse unterscheidet zwischen Vergangenheit und Zukunft.

VII.2.B. Langenkontraktion, Zeitdilatation
Langenmessung

Wir betrachten einen im System S ruhenden Mafstab, dessen Anfang bei 24 und dessen
Ende bei xp sei (die Zeiten t4 und tp sind beliebig, da der MaBistab ruht). Bei der
Léngenmessung im System S’ miissen Anfang 2/, und Ende 2/, des Mafistabes zur glei-
chen Zeit t' gemessen werden. Somit gelten die Gleichungen

()= L) ()= ) ()

Die Auflosung dieser Gleichungen ergibt

dy — 'y =\/1—0% (rg —xa) (17)

d.h. im System S’ ist dieser Mafistab um den Faktor /1 — 32 verkiirzt (Lorentz-Kontraktion).

Zeitmessung

Wir betrachten im System S eine Anfangszeit ¢4 und eine Endzeit tg (mit beliebigen
Ortskoodinaten x4 und zg). Bei der Zeitmessung im System S’ miissen die Zeiten ¢/, und
t%; am gleichen Ort ' gemessen werden. Somit gelten die Gleichungen

ctly _ v =0y cty ct'y _ v =0y cta
! =By v rg ' =By v T
Die Auflosung dieser Gleichungen ergibt nun

c(ty—ty)=\1-03%c(tg—ta) , (19)

d.h. im System S’ wird eine um den Faktor /1 — /32 kleinere Zeitdifferenz gemessen (die
Zeit vergeht im System S’ langsamer: Zeitdilatation).
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VII.2.C. Vierervektoren, Metrik

Wir wollen in der symbolischen Schreibweise Vierervektoren durch einen Doppelpfeil

kennzeichnen: N N N
a=>a"€,=a"¢€, . (20)
14

Im letzten Ausdruck wurde wieder das Einsteinsche Summationsiibereinkommen verwen-
det, daB} iiber doppelt vorkommende Indizes zu summieren ist. Wir verwenden griechische
Indizes, wenn die Summation tiber die Werte 0, 1, 2, 3 lauft und lateinische Indizes, wenn
die Summation nur iiber die Werte 1, 2, 3 laufen soll.

?V sind die Basisvektoren der gewahlten Basis.
Fiir den Ortsvektor zu einem Weltpunkt gilt

= = = = = =
T =até,=cé,+reé,+yé,+z¢€, (21a)

bzw. in der Indexschreibung

= (ct, x, y, z) . (21b)

Metrik der Raum—Zeit—Welt

Zur Definition des inneren Produktes zweier Vierervektoren

=
G h=a T, Ve =a W (?V : ?M) (22)

bendtigen wir den Metriktensor

Gup = €p- €y . (23)
Da nun bei den Lorentztransformationen die Grofie

2

2= 22 g g2 = R gy

invariant bleibt, ist die zugehorige Metrik durch den Tensor

1 0 0 0
0 -1 0 0
=10 0 -1 0 (24)
0o 0 0 -1
gegeben. Es gilt dann
?-?:x”x“gw:f : (25)
Duale Basis
Fithren wir eine duale Basis gemafl den Definitionsgleichungen
. E =0 (26)
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ein, so konnen wir jeden Vierervektor wahlweise in den folgenden Formen schreiben:
= = =v
a=ad'ée,=a, ¢ . (27)
Man bezeichnet a* als die kontravarianten und a, als die kovarianten Komponenten
. =
des Vierervektors a .

Da jeder Vierervektor durch die Basisvektoren ¢ , darstellbar ist, konnen wir auch die

. =V, .
dualen Basisvektoren e in dieser Form darstellen:

=v = L= =Y =
e =g e, mit e

vT

j vT 12
pr € = €,-97 €, =97 g =0, . (28)

Aus dieser Gleichung folgt

1 0 0 0
.y 0 -1 0 0 . y .
9" =g = 00 -1 0 sowie gy =4, . (29)
0 0 0 -1

Die Umrechnung zwischen den ko- und kontravarianten Komponenten erfolgt nun mittels
dieser Metriktensoren gemafl den Gleichungen

a = g" a, , a, = Gy, a* ) (30)

Das innere Produkt zwischen zwei Vierervektoren kann mittels dieser ko- und kontravari-
anten Komponenten in der einfachen Form

=
g b =ad"0 g =a,b, g =a"b, (31)

geschrieben werden.

Verhalten bei Lorentztransformationen
Geben wir eine Lorentztransformation in der Form
' = AF) 2 (32)

an, wobei die Transformationsmatrix fiir die Standard-Lorentztransformation durch

v =By 00
—p 0 0

Sl A (33)
0 0 01

gegeben ist, so gilt fiir das Transformationsverhalten von Vierervektoren und Viererten-
soren ganz allgemein

a* = A", a” = AN T usw. (34a)

bzw. a, =N/ a, |, =N AN tor usw. (34b)
mit
A =9,6N 9" . (34c)
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VII.2.D. Vierergeschwindigkeit, Viererbeschleunigung

Betrachten wir eine Weltlinie a* = z#(p) (Parameterdarstellung einer Weltlinie), so
konnen wir dieser Weltlinie die folgenden Vierergrofien zuordnen:

Eigenzeit 7 (Viererskalar)

Aus der Invarianz von ds? = ¢? dt? — dz? — dy? — dz? = ds" folgt auch die Invarianz von

2 1.2 2 , _ ds?
cdr® =ds bzw. dr* = — (35)
c
d.h. das zugehorige Integral zwischen zwei Weltpunkten A und B auf dieser Weltlinie ist
invariant (unabhéngig vom System S, in dem es ausgerechnet wird):

L / Yds = 7 (36)
TBA = — S=T .
A= | BA
Es gilt L de? 4 d? 4 da )
2 2 r°+dy” +dz 9 U
d.h.
2 dr dy d
dr =dt /1 — Z—Q mit der Dreiergeschwindigkeit U= (d_at:’ d_:Z’ d_§>
(37)
Vierergeschwindigkeit u”
Die Vierergeschwindigkeit ist gemafl der Gleichung
dx”
Y= 38
= (38)
definiert. Mittels der Kettenregel % = % g—i folgt direkt
5 c . 1
u” = y(u) ﬁ mit  y(u) = —— (39)

c2

Es gilt v’u, = ¢, d.h. der Betrag jeder Vierergeschwindigkeit ist durch die Licht-
geschwindigkeit gegeben.
Die Vierergeschwindigkeit ist ein zeitartiger Vierervektor.

Viererbeschleunigung a”

Die Viererbeschleunigung ist gemafl der Gleichung

du” d? v

v = 40
¢ dr dr? (40)

definiert. Aus u” u, = ¢? folgt sofort
@u,=0 , dh d L7. (41)

Die Viererbeschleunigung ist ein raumartiger Vierervektor.
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VI1I.3. Relativistische Addition von Geschwindigkeiten

VII.3.A. Berechnung mittels Lorentztransformationen

Wir wollen nun die relativistische Addition von gleichgerichteten Geschwindigkeiten
unter Verwendung von Standard-Lorentztransformationen herleiten. Wir betrachten hiezu
drei Inertialsysteme S, S" und S” (siehe Fig. 7.4). Die Bewegung zwischen den beiden
Systemen S und S’ erfolge wie bisher bei der Standard-Lorentztransformation mit der
Geschwindigkeit v. Das System S” bewege sich mit der Geschwindigkeit u’ gegeniiber S’
und mit der Geschwindigkeit v gegeniiber S. Wir konnen dann die Transformation vom
System S auf das System S” entweder direkt als eine Standard-Lorentztransformation
(mit der Geschwindigkeit u) angeben oder als Aufeinanderfolge zweier Standard-Lorentz-
transformationen vom System S” zum System S’ und dann vom System S’ zum System
S:

2 — AMT(U,) - AMT(U/) ATU(U) ¥ = A“V(U) x¥

Somit muf} gelten

A () AT (0) = A, (u) (42)
Ausfiihrlich angeschrieben ergibt dies die folgende Gleichung
0% —BuYw 0 0 Yo —Bvyw 0 0 Yu —Butu 0 0
_ﬁu”}/u’ V! 0 0 _BU'YU Yo 00 _ _Bu'Yu Yu 00
0 0 10 0 0 10 0 0 10
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 01
’7u”71)(1 + Bu’ﬁv) _7u’7v(ﬁu’ + ﬁv) 0 0
_Vu/’yv<ﬁu/ =+ ﬁv) 71/71}(1 + Bu/ﬁv) 0 0
0 0 10
0 0 01
Somit gelten die beiden Gleichungen
7u’7v(1 + ﬁu’ﬁv) =Y _’Yu”YU(ﬁu’ + ﬁv) = _ﬁu'Yu ) (43)
u

P

S—»_) S’—>—>, S”
v ) u 9
X X) X”
0 0’ 0”

Fig. 7.4 Inertialsysteme S, S’ und S”, die sich in gleicher Richtung zueinander bewegen
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woraus die Beziehung

!
By = Lu + B bzw. u = ury —i—/v (44)
1+ ﬁu’ﬁv 1+ u? %

folgt. Die resultierende Geschwindigkeit u ist stets kleiner als die Summe u' 4+ v der bei-
den zu addierenden Geschwindigkeiten. Insbesondere folgt aus Gl. 44, dafl es unmoglich
ist, durch Addition von zwei Geschwindigkeiten, die beide kleiner als ¢ sind, die Licht-
geschwindigkeit zu tiberschreiten.

VII.3.B. Berechnung mittels Weltlinie

Wir betrachten wieder zwei gleichformig mit der Geschwindigkeit v zueinander bewegte
Systeme S und S', zwischen denen die Koordinatentransformation durch die Standard-
Lorentztransformation von Gl. 7 gegeben ist. Bewegt sich nun ein Punktteilchen entlang
einer Weltlinie, so konnen wir diesem Punktteilchen im System S die Dreiergeschwindigkeit
@ und im System S’ die Dreiergeschwindigkeit ' zuordnen:

. dzr dy dz ) do’ dy’ d2/ (45)
U= |—,—=,— U=\ — :
de’dt’de ) de’ de'” v
Verwenden wir nun Gleichung 10 in der Form
cdt v By 0 0 cdt! ~yedt! + Bryda’
de | | By ~» 00 de’ | | Bryedt’ +~yda’ (46)
dy | | 0 0 10 dy’ | dy/’ ’
dz 0 0 01 dz’ dz’
so ergeben sich direkt die folgenden Gleichungen
/
i_f —u, = 1v+7ux/ : (47a)
e
dy 1 u
Ty Hﬁ : (47D)
1 /
%:uz — _H“Z . (47¢)
e

welche die allgemeine relativistische Geschwindigkeitsaddition beschreiben (im Nenner
kann vu! durch U - @' ersetzt werden). Fiir gleichgerichtete Geschwindigkeiten ist Glei-
chung 47a mit der Gleichung 44 identisch.

Berechnet man das Quadrat der Geschwindigkeit u, so erhélt man

u2 ( 112> < u/2> 1
l-—=(1-5) (1-= ) —— . (48)
02 02 02 (]_~|»UC—12’/)2

) =005 (14557 (19)

geschrieben werden.
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VII.4. Sichtbarkeit der Langenkontraktion?

VII.4.A. Superschnappschuf

Wir wollen einen ’Superschnappschufl’ (auch als ’ideales Foto’ oder Parallelstrahlenpro-
jektion bezeichnet) folgendermaflen definieren:

Sich parallel bewegende Photonen, welche zu geeigneten Zeiten von allen sicht-
baren Punkten eines gegebenen Objektes emittiert wurden, treffen gleichzeitig
auf einer Fotoplatte auf, welche senkrecht zur Bewegungsrichtung der Photo-
nen angeordnet ist, und erzeugen so ein ’lebensgrofies’ Bild des betrachteten
Objektes.

Wir wollen nun das Ergebnis eines solchen Superschnappschusses fiir ein mit der Ge-
schwindigkeit v bewegtes und daher durch die Lorentzkontraktion um den Faktor /1 — 32
verkiirztes Rechteck elementar ausrechnen. Fig. 7.5 veranschaulicht diesen Superschnapp-
schufl fiir zwei zueinander parallele Bildebenen.

Anordnung

Wir bezeichnen die vier Eckpunkte des Rechteckes, welches in Ruhe die Lange [ und
die Breite h aufweisen soll, mit A, B, C' und D. Bewegen wir nun dieses Rechteck mit
der Geschwindigkeit v parallel zu seiner Langsrichtung (Richtung von A nach B), so
haben wir ein verkiirztes Rechteck vorliegen, wobei die Strecken BC und DA der Breite
h des Rechteckes und die Strecken AB bzw. CD der lorentzverkiirzten Liange /1 — 32 [
entsprechen. Wir haben nun fiir die Anfertigung des Superschnappschufles eine Richtung
auszuwéhlen (Richtung zwischen Objekt und Beobachter) und senkrecht zu dieser Rich-
tung unsere Bildebene zu wahlen. Diese Bildebene konnen wir in Beobachtungsrichtung
parallel verschieben ohne das entstehende Bild zu beeinflussen.

Wir wahlen aus Griinden der leichteren Berechnung nun eine Bildebene, welche das
Rechteck in einem Eckpunkt, z.B. B, beriihrt. Die Bildebene mdge mit der Richtung
der Geschwindigkeit v, d.h. mit der Strecke AB, den Winkel « einschlieflen.

Berechnung der Bildpunkte

Fiir die Berechnung der Bildpunkte A’, B’, C' und D’ nehmen wir an, daf} das gleichzeitige
Eintreffen aller Photonen auf der Bildebene zur Zeit ¢t = 0 erfolgt.

Der Bildpunkt B’ fallt mit dem Eckpunkt B zusammen (durch die Wahl der verwendeten
Bildebene).

Fiir die Berechnung des Bildpunktes A’ miissen wir beachten, dafl das dort eintreffende
Photon bereits zur Zeit —t4 vom Eckpunkt A emittiert wurde, welcher sich zu dieser Zeit
in der Entfernung AB + vt vom Punkt B (zur Zeit t = 0) befand. Die Berechnung von
t 4 ergibt

V1= si
ctp = <l\/1—52+vt,4> sin o —_— cta Zlﬂ (50)

1— [0 sina
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Fig. 7.5 Superschnappschuf} eines parallel zu seiner Langsrichtung bewegten Rechteckes

und somit folgt fiir die Entfernung des Bildpunktes A’ vom Bildpunkt B’ die Gleichung

t 1—p

sin «v 1— [ sina

In dhnlicher Weise, aber unter Beachtung der zu AB senkrechten Richtung von BC,
erfolgt nun die Berechnung fiir den Bildpunkt C’. Zuerst die Berechnung von t¢

ctc=h cosa+vito sina — ctC:h% (52)
1—(sina

und dann die Berechnung der Entfernung des Bildpunktes C” vom Bildpunkt B’

- CoS o sin o —
B'C'"=hsina—vtcg cosa =hsina—h 3 ———— cosa=h J
1—(sina 1—(sina

(53)

Bildpunkte des unverkiirzten Rechteckes

Die soeben berechneten Bildpunkte des Superschnappschusses des durch die Lorentzkon-
traktion verkiirzten Rechteckes entsprechen nun aber genau den Bildpunkten eines un-
verkiirzten Rechteckes (siehe Fig. 7.6), wobei nun die Bildebene einen Winkel o, mit der
Langsseite des Rechteckes einschlief3t:

AB =lcosa, |, B'C'=hsina, . (54)
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AD
Fig. 7.6 Superschnappschufl des ruhenden Rechteckes

Durch Vergleich mit den Gleichungen 51 und 53 folgen die Beziehungen

V1 — 3?2 cosa . sina — f3
m s Smey = ———— (55)

cos ar, = ,
° 1—Bsina

welche die Kontrollrechnung sin®a, + cos’?a, = 1 fiir alle Geschwindigkeiten v und alle
Betrachtungswinkel « erfiillen. Daher entspricht jeder mogliche Superschnappschufl im-
mer einen moglichen Bild des ruhenden Rechteckes, welches zwar eine perspektivische
Verzerrung (gedrehtes Objekt) zeigen kann, aber niemals die Lorentzkontraktion.

VI1.4.B. Satz von Terell

Wie wir soeben an einem einfachen Beispiel gesehen haben, ist die Lorentzkontraktion bei
einem Superschnappschufl nicht sichtbar. Diese Aussage folgt direkt aus dem Satz von
Terell:

Alle Superschnappschiisse eines Objektes, die in einem bestimmten Raum-—
Zeit—Punkt von Beobachtern in beliebigen Inertialsystemen gemacht werden
konnen, sind gleich.

Unter allen diesen moglichen Superschnappschiissen befindet sich auch der Superschnapp-
schufl im momentanen Ruhesystem des bewegten Objektes, welcher selbstverstandlich
keine Lorentzkontraktion zeigt. Somit zeigen auch alle anderen Superschnappschiisse
diese Lorentzkontraktion nicht, welche in dieser fotografischen Betrachtungsweise somit
unbeobachtbar ist. Dies heifft nicht, dal die Lorentzkontraktion nicht existiert, nur mufl
zur ihrer Feststellung ein anderes Mef3verfahren als die direkte Beobachtung durch Paral-
lelstrahlenprojektion herangezogen werden.

Beweis des Satzes von Terell

Zum Beweis des Satzes von Terell betrachten wir zwei parallel laufende Photonen, welche
in einem System S den Abstand d aufweisen und zur gleichen Zeit auf der zur Bewe-
gungsrichtung der Photonen senkrecht stehenden Bildebene auftreffen. Die Lichtstrahlen
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lLichtstrahlen

im Ortsraum

Bildebene

Fig. 7.7 Verlauf der Lichtstrahlen fiir einen Superschnappschufl
(die Raum—Zeit—Punkte P und @ entsprechen den angegebenen Raumpunkten zum
Zeitpunkt des jeweiligen Eintreffens der Photonen an diesen Raumpunkten)

dieser beiden Photonen sind in Fig. 7.7 angegeben, wobei fiir die weitere Rechnung der
Zeitpunkt des Auftreffens auf die Bildebene als Nullpunkt der Zeitmessung im System S
angenommen wird. Nehmen wir einen beliebigen Raum—Zeit-Punkt P auf der Weltlinie
des einen Photons und einen beliebigen Raum—Zeit—Punkt ) auf der Weltlinie des zweiten
Photons, so ergibt eine einfache Rechnung im System S die Giiltigkeit von

S%’Q = _d2 ) (56>

d.h. dieser vierdimensionale Abstand ist unabhéangig davon, wo die Raum—Zeit—Punkte
P und @Q auf den beiden Weltlinien gewihlt werden. Da nun s? eine invariante GroBe
beziiglich den Lorentztransformationen darstellt, gilt in jedem anderen gegeniiber dem
System S bewegten System S’ gleichfalls

Hieraus folgt aber nun, dafl bei Gleichzeitigkeit im System S’ der rdumliche Abstand d’
gleich d ist. Aus der Giiltigkeit von Gl. 57 fiir alle Punkte der Weltlinien folgt aber sofort,
daf die Bewegungsrichtung der beiden Photonen im System S’ senkrecht zu der rdumlichen
Richtung ist, welche durch zwei im System S’ gleichzeitige Punkte P und @) gegeben ist,
d.h. die Voraussetzungen eines Superschnappschusses sind erfiillt und ergeben in allen
Systemen den gleichen rdumlichen Abstand d der Bildpunkte. Gleicher Abstand zwi-
schen allen moglichen Bildpunkten ist aber nun gleichbedeutend mit identischen Bildern,
wodurch der Satz von Terell bewiesen ist.



