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VI. ELEKTROMAGNETISCHE FELDER
IM VAKUUM

VI1.1. Das Feld eines beliebig bewegten Teilchens

VI.1.A. Liénard—Wiechert—Potentiale

Wenn ein Punktteilchen mit der elektrischen Ladung ¢ die Bahnkurve R(t) durchliuft,
konnen wir die Quellterme fiir die Maxwellgleichungen in der folgenden Form angeben
(siehe Gleichung II.6a und I1.6b)

o t) = q6(F—R(1) (1a)
dR(t)
Cdt

—

JF ) = qut) o (F - R()  mit d(t) = (1b)

Diese Quellfunktionen fiir die Maxwellgleichungen erfiillen die Kontinuitatsgleichung
div ) + dp/ot = 0.
Berechnung der Potentiale

Fiir die Berechnung der Potentiale verwendet man am besten direkt die Gleichungen 11.41a
und I1.41b

1

=7

7 — i

O, t) = /d3r’ dt’ q ) <t’ —t+ | ) o', ) | (2a)

- 1 1 |7 — 7|
A7t :—/dg’dt’iét’—t 7t 2b
o = 2 ferar (- T e e

und nicht die bereits teilweise ausintegrierten Gleichungen I1.42a und I1.42b, da wir in
diesen ausfiihrlicheren Gleichungen die Volumsintegration sofort ausfiithren kénnen, wenn
wir die Quellfunktionen entsprechend Gl. 1a und 1b einsetzen:

— o / 1 o ‘F_é(t,)‘ a
6(7, 1) —q/&l——?ﬂé& t+————J , (3a)

—

Die verbleibende Deltafunktion kénnen wir nun noch zur Durchfithrung der Zeitintegra-
tion verwenden. Hiezu beachten wir, dafl fiir die Deltafunktion die allgemeine Beziehung

ot —T)
1= ()

gilt, wobei wir voraussetzten, dafl die Bestimmungsgleichung fiir die Nullstelle des Argu-
mentes der Deltafunktion nur eine Losung besitzt. Wenden wir diese allgemeine Beziehung

ot = f(t')) mit 7= f(7) (4)
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Fig. 6.1 Bahnkurve eines Punktteilchens sowie direkte und retardierte Lagevektoren

4 auf die Deltafunktion in den Gleichungen 3a und 3b an, so ergibt sich

5(ﬂ—t+ﬁl%§gﬂ):: ot —7) (5)

_ 7-R(n) )
L= m

T

und wir konnen die Zeitintegration in diesen Gleichungen durchfiihren:

. q 1
o(r,t) = = — ~ , (6a)
7 —R(r)] 1- I=E@ o)
O TR
o q 1 v(T)
A, t) = - - 6b
(T’ ) |_’—R(T)| _ F=R() () c ( )
G

Diese Gleichungen werden als Liénard—Wiechert—Gleichungen bezeichnet und geben
die Potentiale eines bewegten Punktteilchens mittels der retardierten Zeit 7 an. Diese
retardierte Zeit ist aus der Bestimmungsgleichung

(7)

o

als Funktion der Zeit ¢ und des Ortes 7 auszurechnen (siche hiezu auch Fig. 6.1, welche die
Bahnkurve eines Punktteilchens zusammen mit den Lagevektoren zu den Zeiten ¢ und 7
zeigt). Infolge des Auftretens des retardierten Teilchenbahnpunktes R(7) auf der rechten
Gleichungsseite ist dies eine implizite Bestimmungsgleichung fiir 7 und ihre Losung wird
entscheidend durch die Bahnkurve des Teilchens bestimmt (fiir den einfachsten Fall eines

gleichférmig bewegten Teilchens ist diese Bestimmung im Abschnitt VI.1.C angegeben).

Fiithrt man (auch im Hinblick auf die Berechnung der elektromagnetischen Felder) die
Kurzbezeichnungen

7= F—R(@E) ro=|7 —R(t)| (8a)
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g, = Tr_T-R@ (8h)
= |7 = R(7)]
- (T
g - (50)
c
L= 7, 0(T)
r = 1-n,-,=1——= d
k(7 T) i, - By e (8d)
ein, so konnen wir die Liénard—Wiechert—Potentiale in der Kurzform
o, t) = —— (9)
’ r. k(7,T) ’
- q ot . N
Ay = 7 oi.0) 5, (90)

rr k(F,T) ¢

schreiben. Auch die Bestimmungsgleichung 7 fiir die retardierte Zeit 7 148t sich mit diesen
Bezeichnungen kiirzer schreiben:

T:t—? . (10)

VI1.1.B. Berechnung der Felder
Um die Felder E(7,t) und B(7,t) entsprechend den Gleichungen II.11a und I1.11b

(
(

]l
=

) = rot A(7,t)
) = —grad o(.t) — - L A,
b - ga Tu c 8t Tu

=,
=

zu berechnen, verwenden wir zweckmafigerweise die noch nicht vollsténdig ausintegrierten
Gleichungen 3a und 3b

o(r,t) = q/dt’ 1 5<t’—t+z) ,

Tt/ C
— 1 / =
A7 t) = q/dt’ — 5<t’—t+r—t) By ,
Tt/ C

und nicht die Gleichungen 6a und 6b. Wir erhalten somit zuerst die Gleichungen

B(7,t) = q/dt’ [—n—; 5<t’—t+%>+5’<t’—t+z) nt’] x By, (1la)

g c) cry
E(F,t) = —q /dt’ {—n—; 5(t’—t+z) + (t’—t+ﬁ) e _ﬁt'] , (11b)
r? c c cry

in denen wir unter Verwendung der Beziehung

Ty 1 d Ty
5'<t'—t —>: —5(15’—15 —) 12
* c k(7 ") dt i c (12)
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die Terme mit der Ableitung der Deltafunktion partiell integrieren:

- Ty _ﬁ_;/ X ﬁt/ 1 d 6:/ X ’ﬁ:t/

B, = /dt’é(t’—t —) S B x| 13
(7,t) q + 2 o 1) (13a)
= Ty —T_I:t/ 1d ’ﬁ:t/ — ﬁ_;/

E(F,t) = /dt’é(t’—t —) e L . 13b
(7,1) 1 T r2 T ro (7, 1) (13b)

Nun kann die Integration tiber t' sofort durchgefithrt werden und ergibt die folgenden
Ausdriicke fiir die elektromagnetischen Felder eines beliebig bewegten Punktteilchens:

s g |Bxi 14 G xi,
B(r,t) = -— 14
(7.?) k(7 T) r2 + cdr r. k(7,7) ’ (14a)
/= q _ﬁr 1d ﬁT - gr
E(r,t) = ——+-—— 14b
(7.?) k(7 T) T$+cd7' TTKJ(F,T)] (14b)
Teilweise Durchfiihrung der 7 Differentiation
Verwenden wir die Beziehung
1d . A . = B a@ me(F.r) B
__nT:_(nT'/GT)__:__#__ ) (15)
cdr Ty S~—~—r Ty T rr rr
11—k

so konnen wir die Gleichungen 14a und 14b in der folgenden Weise umformen:

S/ — q | ﬁ_; ]‘ d 57' —
B(r.t) = = 1
(1) (7, 7) | r2k(F,T) + cdr (T‘T k(T T) X T ’ (162)

(7 q _ i, —ET . 1d 1 1d 5:

Ht) = e\ e )| (16b
(7, 1) k(T T) | r2K(7,T) R <7”T k(F,7))  cdr \r.s(F,7) (16b)

Aus diesen Gleichungen ist direkt die Beziehung

ersichtlich, d.h. die magnetische und die elektrische Feldstarke eines bewegten Punkt-
teilchens stehen in jedem Raumpunkt senkrecht zueinander. Wir konnen uns daher bei der
weiteren Rechnung auf die Berechnung der elektrischen Feldstérke E (7, t) beschrianken,
da mittels Gleichung 17 immer sofort die zugehorige magnetische Feldstarke E(F 1)
angegeben werden kann. Formen wir in Gl. 16b den letzten Term um

i, -4 . L. 1d 1 1 1d3.
+ (- = ) <7‘/€ >_r/-c ¢ d

o q
E(r t) = -
(7. 9) "2 (7, 7) ¢ dr \r k(7. 7)

K(7,T)

und verwenden die Beziehung

1d 1 1 1 i, 1 dj,
rr K

< - - - 19
c dr (7, 7) r2 k2(7F, 7) TEH(F,7)+TT/£2(F,T) c dr (19)
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so ergibt sich

B(7 1) = — {(m—@){ L=g T .ld@}_ml 16?]
(

K(7,T) r2r2(F, 1) reR2(7,T) e dr

Unter Beachtung von

ﬁT X |:<ﬁ7' - ET) X 1 dﬁT] = (ﬁﬂ' - gT) (ﬁT : 1 dﬁq—

c dr c dr c dr
K
konnen wir Gleichung 20 nun in der Form
=P q NP q . L . 146
E )= 5—%=5— 10— T M1 — a2/ N\ r T Mr - 22
70 = gy (1= (0 ﬁ>+mg<m)nx[<n ﬁ)xch] (22)

schreiben. Dieser Ausdruck fiir die elektrische Feldstarke weist zwei Terme auf, von
denen der erste im wesentlichen mit dem Kehrwert des Quadrates der Entfernung vom
Punktteilchen abnimmt und somit das aus der Elektrostatik bekannte Verhalten zeigt,
wahrend der zweite Term nur mit dem Kehrwert der Entfernung abnimmt, dafiir aber nur
bei einer Geschwindigkeitsanderung des bewegten Teilchens auftritt. Dieser zweite Term
beschreibt die elektromagnetischen Felder, die bei jeder beschleunigten (oder verzogerten)
Bewegung eines geladenen Teilchens abgestrahlt werden (Strahlungsfelder nehmen nur mit
dem Kehrwert der Entfernung ab).

VI1.1.C. Beispiel: gleichformig bewegtes Teilchen

Wir betrachten nun ein gleichformig mit der Geschwindigkeit v = E ¢ bewegtes Teilchen.
Die Bahnkurve R(t) dieses Teilchens kénnen wir bei geeigneter Wahl des Koordinatenur-
sprungs immer in der Form

—

Rit)=vt=/Fct (23)

angeben. Hiemit ergeben sich aus Gleichung 8a die Abstandsvektoren 7y und 7, zu
ry=17 —0t rr=7—0UT (24)

wobei die retardierte Zeit 7 aus der Bestimmungsgleichung 7 zu berechnen ist. Die Ver-
wendung dieser Gleichung ergibt die Beziehung

Fr=7 — 01— 0(t—7) =7, —(r, , (25)

welche wir fiir die folgende Umformung verwenden koénnen:

2= (Fix B) = (7o =) = (7o B) = (=7 ) (20)
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Potentialberechnung

Geben wir nun die Liénard-Wiechert—Potentiale entsprechend den Gleichungen 9a und
9b an, so erhalten wir unter Beachtung von

welches keine retardierten Groflen mehr enthélt. Diese Potentiale sind somit nur Funk-
tionen der Variablenkombination 7 — ¢'t , d.h. diese Potentiale bewegen sich so wie das
Teilchen gleichformig mit der Geschwindigkeit v

Aquipotentialﬂéichen

Betrachten wir Flichen mit ¢(7,t) = konstant (sogenannte Aquipotentialflichen), so
lautet die zugehorige Flachengleichung

— 2
r? — (rt X ﬁ) = constant

die bei einer Zerlegung von 7, in eine zur Geschwindigkeit ¢ parallele Komponente 77
und eine dazu senkrechte Komponente 7|

Ty =7 +71 mit Fi'gzo , Tpxp=0, (29)
sofort die Form ~
Fﬁ + (1 — ) 7% = constant (30)

annimmt. Diese Gleichung beschreibt die Oberfliche eines Rotationsellipsoids, welches in
Bewegungsrichtung eine um den Faktor /1 — (2 kiirzere Ausdehnung besitzt.

Berechnung des elektrischen Feldes

Berticksichtigen wir die konstante Geschwindigkeit des Teilchens, so verbleibt in Gleichung
22 nur der erste Term

B t) = ——— (1 8% (7, — Br))

TR, T)

Den Nenner dieses Ausdruckes haben wir bereits in Gleichung 27 ausgewertet und der
letzte Klammerausdruck entspricht dem Vektor 7; (siche Gl. 25)

E(T,t)=q b 5Tt - (31)

\/rf — (Ft X 5)2

Die elektrische Feldstirke E zeigt also immer entlang der momentanen Verbindungslinie
zum Teilchen.




VI.1. Das Feld eines beliebig bewegten Teilchens 83

Berechnung des magnetischen Feldes

Zur Berechnung des magnetischen Feldes verwenden wir Gl. 17. Zuerst berechnen wir 72,

aus den GIL. 8b und 25

e _Ferfr s

Tr Tr rr

und dann beachten wir, dafl E(F ,t) proportional zu 7 ist. Somit ergibt sich bei der
Auswertung von GI. 17 die Beziehung

—

B(7,t) = x E(F,t) . (32)

Kraft auf ein gleichformig mitbewegtes Teilchen

Auf ein gleichférmig mitbewegtes Teilchen, welches dann ebenfalls die Geschwindigkeit
U = ¢ 3 besitzt, wirkt die Lorentzkraft

F=Q (E+fxB) |

wenn dieses zweite Teilchen die Ladung () besitzt. Die Felder E und B sind die vom
ersten Teilchen erzeugten Felder, die wir bereits ausgerechnet haben. Unter Beachtung
von

o=o(F —7t) , A=¢(F-Tt)F |

folgt aus den allgemeinen Gleichungen

Ez—grad¢—%%ff , B=rot A
sofort . L L .
E=-No+§(Vo-3) . B=Voxj
und hiemit
E+fxB=-Vo+3(Vo-F)+8x (VoxF)=-1-p)Vo | (33)

d.h. die Lorentzkraft auf ein gleichférmig mitbewegtes Teilchen zeigt in Richtung der
Flachennormalen der Aquipotentialflachen.
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V1.2. Bewegte Ladungen: Abstrahlung von Wellen

VI.2.A. Berechnung der Felder fiir r — oo

Haben wir eine lokalisierte zeitabhangige Ladungs— und Stromverteilung vorliegen, so
kénnen wir aus der allgemeinen Losung fiir das Vektorpotential A bei Vorliegen natiir-
licher Randbedingungen (siehe Gleichung I1.42b)

/Y(F,t):l/d?’r'j(??’t_ =)

C

das Magnetfeld B entsprechend der Formel B = rot A ausrechnen. Nehmen wir in weiter
Entfernung 7 von den lokalisierten Quellen eine Reihenentwicklung nach Potenzen von %
vor, so ergibt sich

B(F,t) = ———x/df’“*(* +F'F>+O(i) , (34)

r2

Wir haben hiebei die Zeitableitung durch einen Punkt gekennzeichnet

9 (7, 1)
ot

T t) =:

und im Zeitargument der Stromdichte die Reihenentwicklung

L 7o 1
| =7 =r— +O<—>
r

r

verwendet, um in Gleichung 34 den Term erster Ordnung in % von den restlichen Termen

abzuspalten. Diesen Term erster Ordnung bezeichnen wir als den Strahlungsanteil B, des
Magnetfeldes. Er ist durch die Gleichung

B ty=L"" (36)

c2r2

gegeben, wobei wir die Abkiirzung

° = 2!
77, 1) = /d3r’ j(F’,t— LA ) (37)

eingefithrt haben. Der Vektor ¢ kann als allgemeines Strahlungsmoment der beliebig
bewegten lokalisierten Quellen angesprochen werden. Er legt die elektromagnetischen
Felder in der Wellenzone (Strahlungszone) eindeutig fest. In der einfachsten Ndherung
entspricht dieses Strahlungsmoment dem zeitabhéngigen elektrischen Dipolmoment der
Quellen.
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Berechnung von FE,

Den Strahlungsanteil des elektrischen Feldes, d.h. den Term der Ordnung %, berechnet
man im quellenfreien Gebiet zweckmafligerweise direkt aus der Maxwellgleichung

1 OF A
- — =710
c Ot
Aus vee
1% q X7
SE(F )= —— x —
c (7, %) cr c2r?
folgt fiir den Strahlungsanteil des elektrischen Feldes
. (.q_.’ X T ) X 7

Die Strahlungsanteile der elektromagnetischen Felder erfiillen somit die Gleichungen

—

: P-E,=0 , 7-B,=0 |, (39)

d.h. sie sind senkrecht zueinander und stehen senkrecht auf den Ortssvektor 7 . Wir
finden somit das bei ebenen Wellen (siche Kap. V.1.A) vorhandene Verhalten: 7, Es und
B, bilden ein Rechtssystem von orthogonalen Vektoren.

VI.2.B. Abstrahlungsleistung

Berechnen wir in weiter Entfernung von den lokalisierten Quellen die Energiestromdichte,
d.h. den Poyntingvektor S, so erhalten wir

= c =, = 1
S(7.0) = Bt) x By(7,t) + O (T—g) . (40)
Die gesamte abgestrahlte Leistung erhalten wir entsprechend dem Energieerhaltungssatz
(siehe Gleichung 11.49) durch ein Oberflachenintegral iiber diese Energiestromdichte. Da
nun die Oberfliche einer Kugel mit grofier werdenden Radius mit der Potenz r? ansteigt,
ergibt fiir r — oo nur der explizit angeschriebene Term von Gleichung 40, welcher wie
%2 kleiner wird, einen endlichen Beitrag zu diesem Oberflachenintegral, d.h. zu der abge-
strahlten Leistung.

Wir konnen uns daher bei der Berechnung der abgestrahlten Leistung auf die Strahlungs-
terme der elektromagnetischen Felder beschranken. Verwenden wir die Beziehungen von
Gl. 39 und von Gl. 36, so ergibt sich der die Abstrahlungsleistung bestimmende Poyn-

tingvektor zu
— — 2
- C =9 T c 1 [es 7T
S(F,t)=— B> — = (Jx—)

=

- = - 41
47 r 4r ctr? r (41)
Berechnen wir die in den Raumwinkel d{) abgestrahlte Leistung dP, so ergibt sich unter
Beachtung des Flachenelementes
d2f = = 12 d0

r
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sowie von Gl. 41 der folgende Ausdruck

=\ 2
AP = §. &% = (w%) o . (42a)

Diese Gleichung kann auch in der folgenden Form geschrieben werden

dP 1 oo \? 1 oo 7 ooes)?
Dl Px | = 7 —(—.q ) 42b
dQ  Ax 3 (q % T) 47 3 [q (r q) ] (42b)

Die gesamte abgestrahlte Leistung ergibt sich durch Integration iiber den gesamten Raum-

winkel ,
dP 1 o 7
P:/dP:/de:MCg/dQ(qx;) . (43)

Wie aus Gleichung 37 zu ersehen ist, ist das Strahlungsmoment ¢(7,¢) als Funktion des
Ortes und der Zeit nur eine Funktion der retardierten Zeit ¢ — £ wund der Richtung
% . Somit verbleibt nach der Winkelintegration fiir die Berechnung der gesamten abge-
strahlten Leistung nur noch eine Abhangigkeit von der retardierten Zeit ¢ — - :

J(F,t):cj<t—f,f> - P:P(t—f) . (44)

C

VI1.2.C. Berechnung des Vektors ¢

Machen wir in der Definitionsgleichung 37 fiir die Zeitableitung des Abstrahlungsmo-

mentes ¢
. ror r 77
J(t——,—) :/d3'r’ j(F',t— -+ (45)
c'r c cr

im Hinblick auf das Argument Fc—’:/ eine Taylorreihenentwicklung

. = ° 7w
@(t—f,5>:/d?’r'f(f’,t—f)+/d3r'f<7?’,t—f) AL (46)
cC T & & cr

so konnen wir unter Verwendung der aus der Kontinuitatsgleichung

o7 1)+ V' 7(7 1) = 0

folgenden Beziehungen

F ) = o )T+ (VT ) T (472)
° 1 . 1 ee
T 8) (77 = 3 (F’ xi(F’,tr)) X7 5 0t (7 ) T
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diese Reihenentwicklung in der folgenden Form schreiben:

. - . 1 . ~
J(tr,%> = [ @ b 4o [ a8 () T )) x
+— / d B 1) (7 7). (48)

Wir haben hiebei fiir die retardierte Zeit ¢ — = die Kurzbezeichnung ¢, verwendet und

das Verschwinden aller Oberflichenintegrale beriicksichtigt.

Unter Einfithrung der Abkiirzungen

it = / & 7 ol 1) (49a)
1
ilt) = 5 / & 7 x L) (49b)
C
= r e
Q(mﬁ) - 2.q (49¢)
T T
mit  Qy(t,) = / a3l ol t,) (49d)

kénnen wir Gleichung 48 nun in der Form
oo r oo oo r 1 °°° r
7 t,— | = plt n(t,) X —+ — tr, — 50
7 (1 5) = T+ i) x T g G (1) (50

schreiben und entsprechend den Gleichungen 36 und 38 zur Berechnung der Strahlungs-
felder verwenden. Die in dieser Entwicklung auftretenden Beitrage zu den Strahlungs-
feldern werden als elektrische Dipolstrahlung, magnetische Dipolstrahlung, elektrische
Quadrupolstrahlung, ... bezeichnet.

Voraussetzungen fiir die Naherungsentwicklung

Die im vorstehenden angegebene Néherungsentwicklung fiir das Abstrahlungsmoment ¢
setzt voraus, daf} sich die Stromdichte 7 in der Zeit % nicht wesentlich andert. Ist die

fiir die Anderung von J charakteristische Zeit durch 7' gegeben, so muf

-
T

d
- T (51)
cr c

gelten, wenn d eine charakteristische Abmessung der lokalisierten Quellen darstellt.
Ist die GroBlenordnung der Geschwindigkeit der bewegten Ladungen durch v gegeben, so
gilt

V= T s
d.h. wir betrachten nichtrelativistische Bewegungen der Ladungstrager.
Bei periodischen Vorgangen gilt

woraus v < ¢ folgt, (52)

cT~X , woraus d< )\ folgt, (53)

d.h. wir betrachten hier den Fall, dafl die Ausdehnung der Quellen viel kleiner als die
Wellenlénge A der periodischen Strahlung ist (man bezeichnet dies auch als den Grenz-
fall langer Wellenlangen).
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VI1.2.D. Hertzscher Vektor 7

Im Rahmen der Lorenzeichung kann man die Potentiale ¢ und A auch in der Form

. . 10 -
o0 = —dw Z(0) . AE0= 1 22 (54)
c
darstellen, wodurch die Eichbeziehung (siehe Gl. 11.15)
div A7 1) + 2 2 g0 = 0 (55)
v cot

automatisch erfiillt ist. Der Vektor Z (7,t) wird als Hertzscher Vektor bezeichnet. Er
ist durch die inhomogenen Maxwellgleichungen (siehe Gl. II.16a,b)

- 47

Oo(r,t) = —4mw o(7,t) OA(T,t) = — 7}(?,1&) (56)

bestimmj, indem die Potentiale ¢ und A geméafy der Gleichung 54 durch den Hertzschen
Vektor Z ausgedriickt werden. Hiebei ist es zweckmafig, die Quellterme in der Form

oF ) = —div B 1) 700 = 2 B (57)
darzustellen, wodurch die Kontinuitatsgleichung
div 7(7,t) + 0 o(',t) =0 (58)
J ot B

gleichfalls automatisch erfiillt ist. Der Vektor P wird als Polarisationsvektor bezeichnet
und stellt den Quellterm fiir den Hertzschen Vektor Z dar:

—

OZ(F,t) = —4x P(7,t) . (59)

Die retardierte Losung dieser Gleichung kann sofort angegeben werden

—

. P —/ t_ ‘F*F"
Z(F,t):/dgr’ (T|; )

/
r—r

(60)

Die elektromagnetischen Felder B und E kénnen bei Kenntnis des Hertzschen Vektors Z
(und des Polarisationsvektors P) aus den Gleichungen

. 10
B(r',t) = Py rot Z(7,t) (61a)
E(7,t) = rotrot Z(F,t) — 4w P(7 1) (61D)

berechnet werden.
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Berechnung der Strahlungsfelder

Fiir die Berechnung der Strahlungsfelder aus den GIl. 61a und 61b nehmen wir analog
zur Vorgangsweise in Kapitel VI.2.A. wieder in weiter Entfernung 7 von den lokalisierten
Quellen eine Reihenentwicklung nach Potenzen von % vor. Fiir das Magnetfeld in der
Strahlungszone ergibt sich

— —/

17 . : 1
(F,t):__ix/d3r’P<F’,t—£+T T) +(9( ) . (61c)

cr cr cr 72

o]l

Der Vergleich mit den GI. 36 und 37 zeigt, dafi das allgemeine Strahlungsmoment ¢ durch

= — —/
(j(t—i,i):/d‘r‘r’ﬁ(?',t—ijtr T) (61d)
c'r c cr
gegeben ist. Entwickeln wir direkt die Bestimmungsgleichung 60 fiir den Hertzschen
Vektor nach Potenzen von 1, so ergibt sich die Beziehung

=" o (—) , (61e)
d.h. aus dem 1-Anteil von Z(7,t) kann man das allgemeine Strahlungsmoment § (¢ — L L)

ablesen und hiemit die Strahlungsfelder berechnen. Man erhalt so fiir das magnetische
Strahlungsfeld

o 1° . 7
BS(T,t)ZEZ(T,t)X; (61f)
und analog fiir das elektrische Strahlungsfeld
B = (L Z@ <)< (61g)
(7)== Z(7, — - .
c? r r &

1

Hiebei sind immer die héheren Ordnungen O (r—g) von Z(7,t) zu vernachlissigen.

Fiir den Poyntingvektor S ergibt sich der zu GI. 41 analoge Ausdruck
1 oo 7 2 7 1 PS 2 o0 7 2
S(r,t) = <Z(F,t)><—> — = Z(7,t) —(Z(F,t)-—)]
r r
(61h)

 Adned r 4r 3
Man erkennt aus den obigen Gleichungen, dafl der Hertzsche Vektor 7 eine geeignete
Grofle zur Beschreibung von Abstrahlungsproblemen ist. Der Hertzsche Vektor wird auch
als Superpotential oder Potential der Potentiale bezeichnet, da mit seiner Hilfe die
Potentiale A und ¢ berechnet werden kénnen.

=<3
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VI1.2.E. Beispiel: gleichmaflige Abbremsung eines Teilchens

Wir betrachten nun ein Punktteilchen mit der elektrischen Ladung ¢, welches sich gleich-
formig mit der Geschwindigkeit v, in die Richtung €' bewegt und in der Zeit zwischen t = 0
und ¢ = T mit der gleichformigen Verzogerung a zum Stillstand gebracht wird. Es gilt
somit fiir die Zeitableitung der Bahnkurve, d.h. fir die Geschwindigkeit dieses Teilchens,
voraussetzungsgemafy

. Ugg fir 0>t v
R(t)=9(t) =1 (vp,—at)e fir 0<t<T mit 7= . (62)
0 fir 7 <t “4

Die zugehorige Stromdichte kénnen wir in der Form (siehe Gleichung 1b)
J ) = q i) & (7 — R(t')) (63)
schreiben und zur Berechnung des Strahlungsmomentes ¢ verwenden.

Unter der Voraussetzung v, < ¢ konnen wir uns auf die elektrische Dipolnaherung
beschranken und erhalten

.e 0 fuir 0>t,
q(t,) =4 —qaé fur 0<t,<T ) (64)
0 fuir T <t,

Hiemit kann sofort die gesamte abgestrahlte Leistung entsprechend Gleichung 43 berech-
net werden:

—

2
1 LIS 2 45, .
P:47TC3/dQ<q><;> =330 fir 0<t. <T . (65)

Abgestrahlte Energie

Die gesamte abgestrahlte Energie W erhalten wir durch Zeitintegration iiber die abge-
strahlte Leistung. In dem betrachteten Fall entspricht dies einfach der Multiplikation der
abgestrahlten Leistung mit der Zeitdauer T' der Abbremsung
2 2 1
WS:PT:ﬁqQaQT:ﬁq%gf : (66)
Bilden wir das Verhéltnis dieser Abstrahlungsenergie zu der gesamten kinetischen Energie
des Teilchens vor der Abbremsung

Wkin - % 5 (67)

so erhalten wir
W 2¢° 2 Ts ) 2q°
= = =2 = mit Ts
Whiin 3mc® T T
Fiir ein Elektron kann die Zeit 7, leicht ausgerechnet werden. Es ergibt sich 7, = 6-1072*s.
Vergleicht man diese Zeit mit physikalisch moglichen Abbremszeiten T' eines Elektrons,

so erkennt man, daf§ die abgestrahlte Energie immer nur einen verschwindend kleinen Teil
der kinetischen Energie des Teilchens darstellt.

(68)

3mcd
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V1.3. Abstrahlung bei periodischer Zeitabhangigkeit

VI1.3.A. Naherungsentwicklung

Haben wir bei den Quelltermen eine mit der Kreisfrequenz w periodische Zeitabhangigkeit
vorliegen

1 )

o(F ,t) = QQ(F) e ™ + ce (69a)
1 )

J(r.t) = éj’(f’) e ™ + ce (69Db)

so konnen wir unter Einfithrung des Wellenzahlvektors k

(70)

olE
=3

das allgemeine Dipolmoment des Strahlungsfeldes entsprechend Gleichung 37 in der Form
b T F : T 1 Y
7t — — — | = w0 = /d3’ —ik =l . 1
Q< C”I’) € 5 e j(T)+CC ( )

schreiben. Im Grenzfall langer Wellenlangen, d.h. wenn die maximalen raumlichen
Ausdehnungen d der Quellen viel kleiner als die Wellenlédnge A = ¢/ f = 27¢/w sind, gilt

- d
und wir konnen die Exponentialfunktion im Integranden in eine Taylorreihe entwickeln:
L ) (73)

Der erste Term dieser Entwicklung ergibt die elektrische Dipolnaherung, wahrend
der zweite Term (analog der Rechnung im Kapitel VI.2.C) in die Summe eines ma-
gnetischen Dipoltermes und eines elektrischen Quadrupoltermes aufspaltet (diese
beiden Terme entsprechen bei dieser Entwicklung somit der gleichen GroBenordnung).

Die Verwendung der Gleichungen 69a und 69b ergibt nun die Entwicklungsterme (siehe
Gl. 49a bis 49d)

] 1
pt) = e*“"“éﬁ + ce o= e Wk §/d37*’ 7o) + ceo | (74a)
1 11
m(t,) = e—wtrﬁm + ce = e—wtrh—c / d¥ 7' x 7(7") + cc. , (74b)
— ) 1< . 1
Q(t) = e"““QQ + cc = e_’w’f”"a/dgr' 37" o o(F") 4+ ce. . (Tde)

Hiemit ergibt sich aus Gleichung 50

q< F) | lﬁ LT ik
ql\ty,— | =e "= | p+mX —— —
r r

<

.Q+,..] + ceo . (75)

S 3

2 6
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V1.3.B. Elektrische Dipolstrahlung
Unter Verwendung des zeitunabhéangigen elektrischen Dipolmomentes

= [ 7 o) (76)
kénnen wir den elektrischen Dipolbeitrag zum Abstrahlungsmoment ¢ in der Form

, 1
g=e i §ﬁ + cc. (77)

schreiben, woraus sich die elektromagnetischen Strahlungsfelder

N 1 X g ) ikr 1 —
B, = — (gx") =2 2 (Lxg) + ce | (78a)
c2r r r 2 \r
- >3 F —iwt 1.2 eikr 1 F g F
E;, = Byx—=e""k —||=xp| x—=| + cc (78b)
T r 2 T T

ergeben.

Winkelverteilung der abgestrahlten Leistung

Bei der Berechnung der in den Raumwinkelbereich df) abgestrahlten Leistung entspre-
chend Gleichung 42b haben wir nun wieder die Gleichung V.21 zu beriicksichtigen. Hiemit
ergibt sich sofort

dP ¢ k41{

Tl
r

dQ  4n 4

) . 2
| it gi2kr (% Xﬁ) } + cec. . (79)

Berechnen wir das Zeitmittel (&) der abgestrahlten Leistung (wobei die zeitliche Mit-
telung iiber eine oder mehrere Perioden durchgefiihrt werden kann), so ergibt sich

2

dP c 1 .
<E> =5 k41 X p (80)

=3

Hat der Vektor p(t) eine feste Richtung (’schwingender’ elektrischer Dipol), die wir als z-
Achse wahlen, so konnen wir die Winkelabhangigkeit der mittleren abgestrahlten Leistung
explizit angeben:
drP, ¢
‘a0’ = 2
Durch Integration iiber den Raumwinkel erhalten wir die gesamte abgestrahlte Leistung
im Zeitmittel zu

1
k41 17° sin?0 . (81)

Ckf4 2 (U4 2
PY=" |§gI"="- | . 2
()= 1= 25 17| (52)
Dieses Ergebnis kann auch direkt aus Gl. 80 hergeleitet werden und gilt somit ganz all-
gemein.
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V1.3.C. Magnetische Dipolstrahlung

Unter Verwendung des zeitunabhéngigen magnetischen Dipolmomentes
"= / 4 7 x J(7) (83)
2c

kénnen wir den magnetischen Dipolbeitrag zum Abstrahlungsmoment ¢ in der Form

o1 r
7= e’“"tri <7?L X Z) + cc (84)
r

schreiben, woraus sich die elektromagnetischen Strahlungsfelder

. 1 P — — ) ’lk‘?" 1 — —
B, = — (mex")xlee®2 D (mxZ)| + ce , (85a)
cr r r r 2 |r r
il 53 T —iwt 7.2 ! - r
Es, = Byx—=e™k —_-|mx—| 4+ cc (85b)
r r 2 r
ergeben.

Winkelverteilung der abgestrahlten Leistung

Bei der Berechnung der in den Raumwinkelbereich df) abgestrahlten Leistung entspre-
chend Gleichung 42b ergibt sich nun

P ¢ k41{

2
m X

P r
dQ  4r 4 r

N\ 2
4 oi2wt giZkr <mx C) } + cec (86)
r

also eine der elektrischen Dipolstrahlung vollkommen entsprechende Winkelverteilung.
Fiir das Zeitmittel (i—g) der abgestrahlten Leistung ergibt sich daher der zu Gleichung 80

analoge Ausdruck
2

(19 = 2. m X (87)
Hat der Vektor m(t) eine feste Richtung und wéhlen wir unser Koordinatensystem wieder
so, dafl die z-Achse in diese feste Richtung zeigt, so ist die explizite Winkelabhangigkeit

der mittleren abgestrahlten Leistung durch

dP c 41
4

= |

dP c 1

— ) = — k'~ |m|* sin® 88
(Se) = o= ki il sin (55)
gegeben. Durch Integration iiber den Raumwinkel erhalten wir wieder die gesamte aus-
gestrahlte Leistung im Zeitmittel zu

ck* wtoL
(P) = = m|* = 3. [alk (89)

Diese Beziehung ist wieder allgemein giiltig, wie durch direkte Winkelintegration von GI.
87 gezeigt werden kann.
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V1.3.D. Elektrische Quadrupolstrahlung

Unter Verwendung des zeitunabhéngigen elektrischen Quadrupolmomentes

Qi = /d37” 3 x; o(7") (90)
kénnen wir den elektrischen Quadrupolbeitrag zum Abstrahlungsmoment ¢ in der Form
k. 1 <

qg=— % e W ) % -Q + ce (91)
schreiben, woraus sich die elektromagnetischen Strahlungsfelder
- 1 fee 7 ik et 1 (P o= 7

B, = — | {x—)|=e"™ — — = Qx— .C. 92

Ar <q r) ¢ 6 r 2 <r Q r) toee (92a)
. . = k3 ikr 1 2 g g

E, = BSXCZ Cet P80 2 g D)< D 4 e (92b)
T 6 r 2 T T r

—
ergeben. Diese Felder bleiben unverandert, wenn man zum Tensor Q ein Vielfaches des
Einheitstensors hinzufiigt. Wir kénnen daher bei der Berechnung des Quadrupoltensors
anstelle von Gleichung 90 auch die Gleichung

= /d3r’ (3 Tl — "’ 5,~j) o(7") (93)
verwenden, welche der entsprechenden Definition in der Elektrostatik entspricht.

Winkelverteilung der abgestrahlten Leistung

Die Berechnung der in den Raumwinkelbereich d{2 abgestrahlten Leistung ergibt nun

dP ¢ k51 7 ot domr (T 2T
— —| —e e | — — .o 4
a0 47r364{ A P Rely Y B (94)
Fiir das Zeitmittel (S5) der abgestrahlten Leistung ergibt sich
AP, ¢ K 1|7 < 7P
— — — 95
<dQ> 2m 36 4 r (95)

Rd
Sind die Hauptachsen von Q(t) zeitunabhéngig (’schwingender’ elektrischer Quadrupol)
und wahlen wir unser Koordinatensystem so, dafl die Koordinatenachsen mit diesen
Hauptachsen zusammenfallen, so ergibt sich die folgende explizite Winkelabhangigkeit
der mittleren abgestrahlten Leistung

dpP c k%1 2 2.9 w2 2
<d—Q>_%%Z{|Qu_Qm‘ cos“ sin“1 cos“yp

+1Q.. — ny|2 cos? sin®d sin?p + |Qpe — ny|2 sin*y sin%ep 0082<p} . (96)

Durch Integration iiber den Raumwinkel erhalten wir die gesamte abgestrahlte Leistung
im Zeitmittel zu

k6
)= 55 L@l (97)

Rd
wobei die Beziechung Spur Q = 0 verwendet wurde (siche Gl. 93).
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V1.4. Multipolstrahlung

VI.4.A. Berechnung von 7 - Bund 7 -E

Machen wir eine zeitliche Fouriertransformation (siehe hiezu auch Gl. I1.25 und 11.26)
. 1 . . o
B ) = 5 / dwe ™ B(F,w) , B w) = / dt ¢t B(7, 1) (98)
7T

so lauten die Maxwellgleichungen (alle Groflen sind in gleicher Weise transformiert)

div B(7,w) = dm o(7,w) ,  rot B(F,w) =i~ B(F,w) | (99a)
c
.= — 4T W o=
div B(r,w) =0 , rot B(r,w) = — 7(r,w) —i— E(I,w) (99b)
c c
und die Kontinuitatsgleichung ergibt die Beziehung
div (7, w) —iw o(T,w) =0 . (100)
Fithren wir das elektrische Feld Ep
=, = T
Ep(r,w):E(r,w)—E](r,w) (101)

ein, welches sich nur im Bereich der Quellen von dem elektrischen Feld E unterscheidet,
so konnen wir die Maxwellgleichungen in der Form

div E,(7,w) = 0 , (102a)
div B(F,w) = 0 , (102D)
rot B(F,w) = —isE,(F,w) | (102¢)
C
B} q 4
rot B,(7,w) = i=B(F,w) — — rot J(F,w) (102d)
C 1w

schreiben. Durch Rotorbildung bei den beiden letzten Gleichungen erhalten wir die
Helmholtzgleichungen

2
= 4
<A+°"—2> B(F.w) = ——1ot7(F,w) | (103a)
¢ c
(,()2 — o 47TZ RPN
AN+ = E,(T,w) = Y rot rot J (7, w) . (103b)

Diese Helmholtzgleichungen entsprechen den Wellengleichungen (der Zusammenhang ist
durch die zeitliche Fouriertransformation gegeben).

Wir konnen aus den Gleichungen 103a und 103b sofort Bestimmungsgleichungen fiir
7 - B und 7 - E, erhalten, wenn wir die wegen der Gleichungen 102a und 102b giiltigen

Beziehungen
Ar-B=71-AB Ar-E,=7-AE, | (104)
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sowie die Definition des Operators L = —i(7 x V) (51ehe Gleichung 1V.35) verwenden:
4

w\ . 5. =

<A+§> 7 B(rw) = . L. Jrw) (105a)
w2 — 47T g

<A+—2> By (r,w) = — L-rotj(r,w) . (105b)
c w

Unter Verwendung der zu der Greenfunktion von Gleichung I1.39 zeitlich fouriertrans-
formierten Greenfunktion

N o 1 iw\F—F’
Dyet(7 =7, w) = 7 _° ; (106)
die die Gleichung
w2
(A + —2> Doy (F — 7 w) = —4n 6(F — 7') (107)
c
erfiillt, konnen wir sofort die Losungen zu den Gleichungen 105a und 105b angeben:
. zk\r 7/
7.B(Fw) = /d3 , I W) (108a)
. zk\r 7’ _)
7B (fw) = —— / G I (108b)

Wir haben hiebei die Bezeichnung £k = % emgefuhrt.
Verwenden wir den Entwicklungssatz (sieche Anhang A.3.4)

ikl 7|

p=drik > gilkre) bV (krs) Yim (9, )Y, (9, ¢) (109)

7=

Ilm

so konnen wir auerhalb der Quellen (ro =7/, ro = r, Ep = E) die Gleichungen 108a
und 108b in der Form

P = S ) Vi) (1100
e S (1100)
schreiben, wobei wir die magnetischen Multipolkoeffizienten al(f‘f )
o (w) = m L ity Yie 00 61) I 77 (111a)
und die elektrischen Multipolkoeffizienten al(i)
AP() = e T i) Yir (07, 61) I rot 75, 0) (111)
(l+1) ¢

eingefiihrt haben.
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V1.4.B. Elektrische Multipolfelder

Als elektrische Multipolfelder bezeichnet man Losungen der Maxwellgleichungen, welche
ein transversales magnetisches Feld B¥) aufweisen, fiir die also

7 BE( w) =0 (112)
gilt. Zusammen mit der Maxwellgleichung
V- BP(7 w) =0
fithrt dies auf die Gleichung
BENi w) = 3 By (r.w) Xin(0. ) (113)
Im

da die vektoriellen Kugelflichenfunktionen X, (siche Gl. IV.38) auf Grund der Definition
des Operators L (siehe Gl. IV.35) sowohl die Transversalitidtsgleichung 112 als auch die
Maxwellgleichung div B =0 erfiillen.

Bestimmung von Bl(g)

Bilden wir auf beiden Seiten der Maxwellgleichung 102¢ das innere Produkt mit 7, so
ergibt sich im quellenfreien Gebiet die Beziehung

L-B(F,w) =—27 BFw (114)

C

welche mittels der Gleichungen 113 und 110b (sowie A.52b) in der Form

w I(1+1)
> By (r.w) U+ 1) Yin(0.0) = = 37— a1y (k) Yi (0, )
im
geschrieben werden kann, woraus sofort die Beziehung
By (r,w) = ajy,) b (kr) (115)

folgt.

Berechnung von E®

Das zu dem magnetischen Feld von Gleichung 113, welches mit Gleichung 115 auch in der
Form

(E) Za kr le(ﬂ ©) (116)

geschrieben werden kann, gehorige elektrische Feld E® kann am einfachsten direkt aus
der Maxwellgleichung 102c

LV x BO(F W) (117)

berechnet werden.
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V1.4.C. Magnetische Multipolfelder

Als magnetische Multipolfelder bezeichnet man Losungen der Maxwellgleichungen, welche
ein transversales elektrisches Feld EM) aufweisen, fiir die also

7 EM(7 w) =0 (118)
gilt. Zusammen mit der Maxwellgleichung (im quellenfreien Gebiet)
V- EM(F w)=0
fiihrt dies analog zu Gleichung 113 auf die Darstellung
Z (r,w) Xim(9,¢) . (119)

Bestimmung von El(é\;[ )

Analog wie bei den elektrischen Multipolfeldern bilden wir nun mit beiden Seiten der
Maxwellgleichung 102d das innere Produkt mit # und erhalten im quellenfreien Gebiet

die Beziehung
L-EF,w) =<7 BFw) |, (120)
c

welche mittels der Gleichungen 119 und 110a (sowie A.52b) wieder in der Form

ZE (4 1)Yim(0,0) == 3 % apm B (k) Vi (9, )

Clm

geschrieben werden kann, woraus sofort die Beziehung
i (r.w) = apy) i (kr) (121)

folgt.

Berechnung von B()

Das zu dem elektrischen Feld von Gleichung 119, welches mit Gleichung 121 auch in der
Form

EM (7 Za V(kr) X (9, ©) (122)

geschrieben werden kann, gehorige magnetische Feld B™) kann wieder am einfachsten
aus der Maxwellgleichung 102d (im quellenfreien Gebiet)

—»

BM(7 w) = — V x EM(7 w) (123)

S
ik

berechnet werden.
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V1.4.D. Berechnung der Strahlungsfelder

Durch Zusammenfassen der Gleichungen 116 und 123 bzw. 122 und 117 erhalt man die
Gesamtfelder

B(F,w) = Z[aﬁ? _ %a%’ﬁx WO (k1) Zom(9,0) (124a)
lm
Bw) = L |all + Ll 9x| b (k) Zin0.6) (124b)

Ilm

Fir r — oo kann das asymptotische Verhalten der spharischen Hankelfunktion 1. Art
verwendet werden (siehe Anhang A.3.4):

ikr
(1) o+ & 1
by (kr) = (—i)'t? — + 0<T2) : (125)

Verwenden wir noch die Darstellung

ﬁ=£<5ﬁ>—%7fxi , (126)
r r T

welche direkt mittels der Definitionsgleichung des Vektoroperators L verifiziert werden
kann, so konnen wir die Strahlungsfelder (alle Terme der Ordnung %) aus den Gleichungen
124a und 124b ausrechnen:

Lo eikr . 7 .

Bs(r,w) = Lr Z(_Z)H—l [agm le(ﬁ SO) + a’(M) ; X le(ﬁv (,0)‘| ’ (127&)
im

Lo eikr . . 7 .

mMo=MZHWP%mmw—ﬁ;mwwﬂ.mm
Im

Die Strahlungsfelder weisen somit die bereits in Gleichung VI.39 angegebenen Eigen-
schaften

—

E=-B.x~ |, F7.E.=0 ., F-B.=0 (128)
r
auf, d.h. sie sind senkrecht zueinander und stehen senkrecht auf den Ortssvektor 7.

Abstrahlungsleistung

Die Abstrahlungsleistung erhalten wir durch Berechnung der Energiestromdichte mittels
der Strahlungsfelder

E_;—»

(7, 1) (129)

m*‘k|@

"dw” e —i(w'+w' )t ES(F,QJ,) > BS(F,w”)

,.p
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Haben wir periodische Quellen entsprechend der Gleichung

- L. —iw
f(r,t):§](r,w)e "+ cc (130)

vorliegen, so weisen die Strahlungsfelder eine analoge Zeitabhangigkeit auf

B,(F,w)e ™ + c.c. (131)

apr ¢ 1 N+ | (B) o T
il G — X — 132
<dQ> o7 k2 (27’(’)2 %( Z) [alm lm<’l97 ()0) + Ay r X lm(’ﬁv ()0) ( 3 )
Wegen der Orthonormierung der vektoriellen Kugelflachenfunktionen
/dQ Xira(9,0) - Xpwr(9,0) = Ow S, (133a)
/dQ )?[:71097 @) ' l% X )?l’m’ (,197 ()0)‘| =0 ) (133b>

kann das Zeitmittel der gesamten abgestrahlten Leistung leicht ausgerechnet werden
_ 1 (B)|? (M)
Winkelverteilung der abgestrahlten Leistung fiir ein Multipolmoment

Fiir ein Multipolmoment der Ordnung [Im ist die Winkelverteilung der abgestrahlten Lei-
stung durch den Ausdruck

<dle>_ c 1
dQ ' 8wk? (2m)

— 2
2 ‘2alm|2 ‘leO?’ ()0)‘ (135>

gegeben. Diese Winkelverteilung ist fiir die elektrische und die magnetische Multipol-
strahlung gleich. Die Unterscheidung zwischen elektrischer und magnetischer Multipol-
strahlung erfolgt durch die Betrachtung der Polarisation der Strahlung.

Fiir die niedrigsten Multipolmomente ergeben sich die folgenden Winkelverteilungen:

(Xin?:|  m=0 | m = +1 | m=42
I=1 = sin*v = (1 + cos™)
_ 15 2 29| 5 (1_ 2 49 | 5 (1 _ andd
I =2 | 2sin™0 cos™ | 15 (1 — 3cos™ + 4 cos™) | 15~ (1 — cos™)
Es gilt
o 2 20+1
Xm 197 = T
mz—l‘ im( @)‘ A

d.h. bei einer Mittelung tiber alle zu einem festen Wert von [ gehorigen Multipolfelder
ergibt sich ein richtungsunabhangiger Wert.
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V1.4.E. Multipolkoeffizienten
Der in Gleichung 111a definierte magnetische Multipolkoeffizient

k A k - L,
() 1= = [ k) Y 0,9) L7 (w) (136)

kann unter Verwendung der Beziehung
L-7=—i(FxV)-T=i(Vx7)-7=iV-(Fx]) (137)
folgendermaflen geschrieben werden:

4 k? 1 -
(@) = i L[ @ () Y0, 0) T (7 X T)) (138)
I(l+1) €

Etwas aufwendiger ist die Umformung des in Gleichung 111b definierten elektrischen Mul-
tipolkoeffizienten

" NI (1+1)

Die Verwendung der Definitionsgleichung des Vektoroperators L sowie der Kontinuitéts-
gleichung 100 ergibt
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sodafl die Gleichung 139 mittels des Gauflschen Integralsatzes unter Berticksichtigung des
Verschwindens aller Oberflachenintegrale in der Form
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" or
geschrieben werden kann. Die Verwendung von
‘ . 0 0 ‘
DjiYm ==K Yo »  gorii=r o it

ergibt nun die folgende Gleichung fiir den elektrischen Multipolkoeffizienten

47 k2 0 ik
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102 VI. ELEKTROMAGNETISCHE FELDER IM VAKUUM

Naherungsentwicklung: Quellenausdehnung < Wellenlange

In diesem Fall gilt fiir den die Quellen umfassenden Integrationsbereich
kr:27r§<<1 (142)

und wir konnen die spharischen Besselfunktionen j; durch den ersten Term ihrer Taylor-
reihenentwicklung (siehe Anhang A.3.4)

1

@) = G on

zt + O(xl+1) (143)

approximieren. Hiemit ergibt sich aus Gleichung 141

CAn kRl —|— . -
az(i)(W) = - 2l+1 T /d r Y )Q(r,w) + O(kH?’) ’ (144)
q, (siehe Gl II1.35)

m

d.h. die elektrischen Multipolkoeffizienten sind direkt mit den spharischen elektrischen
Multipolmomenten (siehe Kap. I11.2.B) verkniipft.

Analog ergibt sich bei den magnetischen Multipolkoeffizienten unter Verwendung von
Gleichung 138 eine direkte Verkniipfung mit den spharischen magnetischen Multipolmo-
menten (sieche Kap. IV.2.B):

a(M)(w) :Z 47T k’l+2 l+ 1
fm U+ YV 1 (I+1Dec

/d?’r Y (0,9) V- (7 % J(7,w) + O (k)

M;, (siehe Gl. 1V.33)
(145)



