ELEKTRODYNAMIK UND
RELATIVITATSTHEORIE

Kapitel 4: Magnetostatik im Vakuum
Vorlesung fiir Studenten der Technischen Physik

Helmut Nowotny

Technische Universitat Wien

Institut fiir Theoretische Physik

7., von A. Rebhan korrigierte Auflage
Wien, Februar 2006



IV.1. Stationare Strome, Magnetostatik 49

IV. MAGNETOSTATIK IM VAKUUM

IV.1. Stationare Strome, Magnetostatik

IV.1.A. Magnetische Felder mit naturlichen Randbedingungen

Das magnetische Feld B (7) ist gemaB Gl. I11.2 quellenfrei, d.h. es ist als Rotorfeld darstell-
bar:

B(7) = ot A(7) . (1)
Einsetzen in die zugehorige inhomogene Maxwellgleichung der Magnetostatik
47

mmm:7ﬂm

ergibt unter Verwendung der Coulomb-Eichung (die fiir magnetostatische Probleme mit
der Lorenz-Eichung zusammenféllt)

div A(7) =0 (2)
die folgende Bestimmungsgleichung fiir das Vektorpotential A
- AT
A = - T 7). Q

Diese Vektorgleichung entspricht hinsichtlich ihrer einzelnen kartesischen Komponenten
genau der Poisson-Gleichung II1.4 und besitzt die zu Gl. II1.5 analoge Losung

=/ =

J(™)
7 —

Ay = fav , (4)

welche wieder die natiirlichen Randbedingungen erfiillt (hinreichend starkes Verschwinden
im Unendlichen, wenn dort keine Quellen vorhanden sind).

Fiir spezielle Randwertprobleme ist zu dieser Losung wieder eine entsprechende Losung
der homogenen Gleichung

A Apor(7) = 0 (5)

hinzuzufiigen.

Berechnung des magnetischen Feldes
Unter Verwendung der Gleichung
/
- 1

—F
=V 6
e 7 — ] (©)

1 T
T

kann die zur Berechnung der magnetischen Feldstirke B gemiB Gl. 1 notwendige Rotor-
bildung direkt am Integranden von Gleichung 4 durchgefithrt werden:

c =
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IV.1.B. Magnetisches Dipolmoment
Betrachten wir eine lokalisierte Stromverteilung 7'(7) mit
Jr) =0 fir |7 >R (8)

d.h. es ist nur innerhalb einer Kugel mit dem Radius R eine von Null verschiedene
elektrische Stromdichte vorhanden, so ist fiir natiirliche Randbedingungen das Vektorpo-
tential fT(F ) durch die Gleichung 4 gegeben. Setzen wir nun fiir die Berechnung dieses
Vektorpotentials auflerhalb dieser Kugel mit dem Radius R wieder die Reihenentwicklung
von Gl. II1.28b ein, so erhalten wir die Entwicklung

Ay = [ a5 g [ ) T (9)
In der Magnetostatik lautet die Kontinuitatsgleichung
div 7(7) =0 (10)
weshalb wir die folgenden Beziehungen herleiten konnen:
VT = 76 (11a)
Vg (7o) o= (P 76+ (756 (11b)

In diesen Gleichungen wirkt der angegebene Nablaoperator auf alle rechts von ihm ste-
henden Groflen, d.h. er kann entsprechend dem Gauflschen Integralsatz zur Umwand-
lung eines Volumsintegrals in ein Oberflachenintegral verwendet werden. Betrachten wir
z.B. die Volumsintegration iiber 7(7") beim ersten Term der rechten Seite von Gl. 9, so
konnen wir fiir 7(7") die linke Seite von Gl. 11a verwenden, um diese Umwandlung in ein
Oberflachenintegral durchzufiihren. Liegt nun diese Oberflache auflerhalb der lokalisierten
Stromdichteverteilung, so verschwindet dieses Oberflichenintegral wegen 7(7') = 0 fiir 7'
auf der Oberflache. Somit gilt in der Magnetostatik immer

/ 4 7(7) =0 . (12)

Fiir die Umformung des beim zweiten Term von Gl. 9 auftretenden Integrals verwenden
wir Gleichung 11b zusammen mit

#ox (7 x 3N) = (7 7)) 7= (7 ) 76

woraus durch Subtraktion die Beziehung
1 1>
(7-7) 7 = =5 7 x (7 < 5) + 5 V5 (7o) (13)

gewonnen werden kann. Hiemit kann der zweite Term der rechten Seite von Gl. 9 als
Summe zweier Integrale geschrieben werden, von denen eines in ein Oberflachenintegral
umgewandelt werden kann, welches fiir eine lokalisierte Stromdichteverteilung bei einem
hinreichend grofien Integrationsvolumen wieder Null ergibt.

Somit folgt aus Gleichung 9 schliellich die Entwicklung

x / & (7 x FE) (14)

o d
Alr) = - 2c¢r3
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Magnetisches Moment

Definiert man das magnetische Moment m entsprechend der Gleichung
T?L:i/dgr’ 7' x 77" (15)
2¢ ’

so ist das zugehorige Vektorpotential A durch

—— mxr
iy =" (16)
gegeben, woraus durch Rotorbildung das magnetische Dipolfeld
~ . 3(m -7 —r*m
Bdipol(r) = ( ) (T‘ > R) (17)

7D

folgt.
Dieses magnetische Dipolfeld entspricht genau dem elektrischen Dipolfeld, wie ein Ver-
gleich mit Gl. II1.31c zeigt.

Leiterschleife

Fiir eine ebene Leiterschleife (in sich geschlossener linienformiger Strom ) ergibt sich aus
Gleichung 15 der Ausdruck

I
T?L:%ff’xdf’ , (18a)

welcher mittels des Stokes’schen Integralsatzes (Gl. 1.11b) sowie unter Verwendung der
Gl. 1.2 auch in der Form

- I 27
m:E/Fdf (18b)

geschrieben werden kann. Hiebei ist die Form der Flache F' beliebig, sie mufl nur von der
Leiterschleife begrenzt sein. Eine derartige Leiterschleife besitzt also pro Flacheneinheit
das magnetische Dipolmoment [/c.

IV.1.C. Mittelwert des magnetischen Feldes (Kugelbereich)

Analog der Mittelung der elektrischen Feldstérke (siehe Kap. II1.2.C) betrachten wir
nun ein beliebiges magnetostatisches Problem (mit natiirlichen Randbedingungen) und

berechnen an einer beliebigen Stelle den iiber eine Kugel mit dem Radius R gemittelten
Wert der magnetischen Feldstiarke B(7).

Wir legen hiezu unser Koordinatensystem wieder so, dal der Koordinatenursprung mit
dem Mittelpunkt unserer Mittelungskugel zusammenféllt. Dann gilt:

. 3
BY =
< >R 47TR3 r<R
3
4R

— 3 — —
3 oy 3 -
dor B(T)—47TR3 r<RdTVXA<T)

- - 3 5 1 j—»(r—_»/)
@ x A(F) = ¢ fav 2 1
7£:R fxAM) = p_ A > - Jdr - (19)
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Andern wir wieder die Integrationsreihenfolge, so ergibt sich

- 1 3 - 1

B :——/d?"**’ 7{ & 20

< >R c r j<r> X 47TR3 r—R f‘F_F/| ( )

Der Wert des Oberflachenintegrals ist bereits in Gl. 1I11.40 angegeben. Hiemit ergibt

sich fiir den tiber einen Kugelbereich gemittelten Wert der magnetischen Feldstarke der
Ausdruck

- 1 7' ox 7 2 1
(B =~ /r/>R d% 77»?73( )4 = 2_c/r/<R a7 x J(7) (21)
Wir ersehen aus dieser Gleichung, dafl die gemittelte Feldstarke wieder aus zwei Termen
besteht, wobei der erste Term die magnetische Feldstarke im Kugelmittelpunkt angibt,
welche von allen Stromdichten aulerhalb unserer Mittelungskugel erzeugt wird, wahrend
der zweite Term proportional dem magnetischen Moment ist, welches von den innerhalb
der Mittelungskugel vorhandenen Stromdichten erzeugt wird.

Befinden sich innerhalb der Mittelungskugel keine Stromdichten, so ist der Mittelwert der
magnetischen Feldstdarke unabhéngig vom gewahlten Radius R immer gleich dem Wert
der Feldstarke im Kugelmittelpunkt.

Befinden sich aulerhalb der Mittelungskugel keine Stromdichten, so ist der Mittelwert der
magnetischen Feldstirke direkt proportional dem magnetischen Moment der gegebenen
Stromdichteverteilung, wobei der Proportionalitatsfaktor umgekehrt proportional dem
Volumen der Mittelungskugel ist.

IV.1.D. Vergleich: elektrischer und magnetischer Dipol

Ein elektrischer Dipol im mathematischen Sinne liegt dann vor, wenn eine Ladungsdichte
bei einer Gesamtladung Null einen endlichen Wert g des Dipolmomentes besitzt, wahrend
alle hoheren Multipolmomente verschwinden (dies ist z.B. bei einem Modell aus zwei
Punktladungen +@ und —(@) mit einem Abstand @ im Grenzfall |@| — 0 der Fall, wenn
hiebei p'= @ d festgehalten wird).

Trotzdem kénnen wir fiir diesen im Koordinatenursprung liegenden mathematischen Dipol
das in Gl. II1.31c angegebene Dipolfeld

Edipol(F) =
nicht uneingeschrankt verwenden, da dieses elektrische Feld nicht die Mittelungsgleichung
I11.41 erfiillt.

Wie man leicht nachrechnet, ist es zur Erfiillung der Mittelungsgleichung notwendig, einen

sogenannten Kontaktterm im Koordinatenursprung hinzuzufiigen:

3(p-F)F —r?p  Ar
rd 3

Edipol (F) -

por) . (22)

Analog erfiillt das in Gl. 17 angegebene magnetische Dipolfeld

—

3(m-7)F —r?*m

édipol(F) - 75
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nicht die Mitttelungsgleichung 21 und stellt somit nicht das vollstandige Magnetfeld eines
mathematischen magnetischen Dipols dar. Das die Mittelungsgleichung erfiillende ma-
gnetische Dipolfeld lautet vielmehr

3(m-7)F —r*m 87 _
= +?m5(7“) ) (23)

édipol(F) -

Die Verschiedenheit der beiden Zusatzterme beim elektrischen bzw. beim magnetischen
Dipolfeld driickt die Verschiedenheit der beiden Dipolfelder aus (Gradientenfeld bzw.
Rotorfeld), wobei dieser Unterschied nur im Punkt 7 = 0 ersichtlich ist, da auflerhalb des
Koordinatenursprunges elektrisches und magnetisches Dipolfeld vollig identisch sind.

my
w

Fig. 4.1 Vergleich des Feldlinienverlaufes: elektrischer Dipol und magnetischer Dipol
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IV.2. Magnetische Multipolentwicklung

IV.2.A. Skalares magnetisches Potential

Betrachten wir eine lokalisierte Stromdichteverteilung 7(#) innerhalb einer Kugel mit dem
Radius R (siehe Fig. 4.2), so gilt im Auflenbereich

rot B(F)=0 fir |F|>R . (24)

In diesem Bereich kann daher das magnetische Feld B (7") (in Analogie zum elektrischen
Feld E(7)) als Gradientenfeld eines skalaren magnetischen Potentials ¢y,

B(F) = —grad ¢p(7) (7 auBlerhalb der Quellen) (25)

angegeben werden.

Bestimmung des skalaren magnetischen Potentials

Wegen der zweiten Maxwellgleichung div B =0 erfiillt das skalare magnetische Potential
immer die homogene Poissongleichung (Laplacegleichung)

AN oy(T)y=0 . (26)

Aus dem analogen Problem der Elektrostatik wissen wir, dal die Kenntnis des Potentials
oder der Normalableitung des Potentials auf einer geschlossenen Flache zur eindeutigen
Festlegung einer Losung von GI. 26 geniigt. Nun gilt fiir eine Kugeloberflache

06y

7B == (7 V) oul) =r % (27)
d.h. die Kenntnis von 7B () auf einer Kugeloberflache geniigt fiir die Bestimmung des
skalaren magnetischen Potentials und damit auch fiir die Bestimmung des Magnetfeldes

B(7) im gesamten Auflenraum.

L2 Bercich mit AD, = O

R 30,

0
7, .

Fig. 4.2 Lokalisierte Stromdichteverteilung und skalares magnetisches Potential
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Berechnung von 7 - B(7)
Unter Verwendung der Maxwellgleichungen II1.2 kann die Beziehung

A (7 B()) =7 AB(F) = — = 7 xot J(7) = — V- (7 % J(7)) (28)
c c
hergeleitet werden. Diese Gleichung stellt eine Bestimmungsgleichung fiir die skalare
GroBle 7 - B dar und ist von der Form einer Poissongleichung mit bekanntem Quellterm.
Wir kénnen daher sofort die Losung anschreiben:

PBO) =g [ e V() (29)

IV.2.B. Spharische magnetische Multipolmomente

Verwenden wir in Gleichung 29 fiir rlm wieder die Entwicklung von GIl. II1.33 mit r~ = r
und ro =1’

= © Hoodnr V,09,0) 1 I -
_»_B—»:_ m\Y, —/d3//Y*’l9 1= — = 30
B W.¢) T (7 < T6) (30
und berticksichtigen
1 0 1 1 | 1
- = - 1
ritt "or Tl Ir1 - (" v)r”ll—i—l (31)

sowie Gleichung 27, so ergibt sich fiir das skalare magnetische Potential ¢,; der Ausdruck

< H 4 }/lm 197 - l — - /=
¢M:§m§_l%+1 r(l“w l+1 /dgl/ L) V(7 x T0)
(32)
Die von der gegebenen Stromverteilung abhangigen Integrale bezeichnet man nun als die
spharischen magnetischen Multipolmomente M, :

* 1 3//l * =/ ! =/
Mlm:—<l+1)c/d Yi (0,0 V' (F % 7)) (33)

Umformung

Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes kann der Nabla-Operator im Integranden
verschoben werden, so daf er auf die Kugelflachenfunktionen wirkt:

My = e [ @ (7 7)) -9 (Vi (9, 6) (34)

(I+1)c

Hiebei wurde wieder das Verschwinden des Oberflachenintegrals verwendet, da fiir loka-
lisierte Stromquellen bei einem hinreichend groflen Integrationsvolumen die Stromdichte
auf der Oberflache Null ist.
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Zusammenhang kartesische—spharische Multipolmomente

Unter Verwendung der im Anhang angegebenen expliziten Formeln fiir die Kugelflachen-
funktionen ergibt sich der folgende Zusammenhang zwischen dem in Gl. 15 angegebenen
kartesischen magnetischen Moment m und den spharischen Multipolmomenten entspre-
chend Gl. 34:

. 3 , . /3
My, = — S_W(mx_lmy) ) M, = Emz

IV.2.C. Vektorielle Kugelflachenfunktionen
Unter Einfithrung des Operators L
L=—i(f xV) |, (35)

welcher bis auf den Faktor i dem quantenmechanischen Drehimpulsoperator entspricht,
konnen wir Gl. 34 in der Form

x i 3.0 (2N T W, 1 aof 0
M= = gy [ I T (Y0 ) (36)
schreiben. .
Beachten wir nun, dafl der Vektoroperator L keine Radialkomponente besitzt
7F-L=0 (37a)

und als Differentialoperator bei Polarkoordinaten nur auf die beiden Winkelkoordinaten
wirkt, wie z.B. aus der Gleichung

== — 71— - 37b
2 ar ' or 12 (37b)
oder aus der Komponentendarstellung
L,+iL, = el l% + 1 cot %1
L,—iL, = e ™ [—% +icotd %] (37¢)
L. = i 2
dp

zu ersehen ist, so konnen wir mit der folgenden Definition der vektoriellen Kugel-
flachenfunktionen Xj,,

1

m LYme’ 90) (38)

)?lm<197 SO) =

Gleichung 36 in der Form

[ 1 S
My, =i\ 2 < [ a0 56 X (9,4 (39)

schreiben.
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IV.3. Magnetostatische Energie

IV.3.A. Selbstenergie und Wechselwirkungsenergie

Aus der allgemeinen Formel 11.46 fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes
erhalten wir bei magnetostatischen Problemen fiir die Gesamtenergie W im Volumen V
den Ausdruck

1 3 3 2
= — B(r ) 4
W= [ dr B() (40)

Unter Verwendung der Darstellung der magnetischen Feldstarke B (7") als Rotorfeld des
Vektorpotentials A(7") (siche Gl. 1) sowie der Maxwellgleichung II1.2 kann diese Energie-
dichte auch in der Form

— 4% B(7
w 87T/ T)

/N

v E( >)

dargestellt werden.

Verwendet man fiir das Vektorpotential /Y(F ) die allgemeine Losung zu natiirlichen Rand-
bedingungen (siehe Gl. 4), so kann die magnetostatische Feldenergie direkt mittels der
Stromdichte 7 ausgedriickt werden:

= — // d¥ d%’ w : (42)

Aufteilung der Quellen

Teilen wir die gesamte Stromdichte 7(7) wieder in die Beitrige einzelner Komplexe auf
) =>_Ta") (43)

so ist wegen der Linearitat der Maxwellgleichungen auch wieder eine entsprechende Auf-
teilung beim Vektorpotential A(7) moglich.

Die Berechnung der Feldenergie entsprechend Gl. 41 ergibt bei Verwendung dieser Auftei-
lungsgleichungen eine Doppelsumme iiber die betrachteten Einzelkomplexe, welche wieder
in einen Selbstenergiebeitrag und einen Wechselwirkungsenergiebeitrag aufgespal-
ten werden kann. Fir natiirliche Randbedingungen konnen diese beiden Beitrage zur
magnetostatischen Feldenergie in der Form

Wselbst — Z //d37’d3/ .7 i ) ,<| ) ’ (44&)
1 n
=y 5 / &3 3 jT— (44b)

geschrieben werden.
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IV.3.B. Induktionskoeffizienten

Wir betrachten eine feste Anordnung mehrerer linienférmiger Stromkreise, wobei im n-ten
Stromkreis der Strom I,, fliefen soll.

Da im Raum zwischen diesen linienférmigen Stromkreisen keine Stromdichte 7'(7) vorhan-
den ist, vereinfacht sich entsprechend der fiir linienférmige Strome giiltigen Ersetzung

d*r 7a(7) — I, d7 (45)
der in den GI. 44a und 44b angegebene Ausdruck fiir die magnetostatische Energie zu
dr,, - dr
W=-%"1, 1, 7{ 7{ n m 46
,;n 2 Jew Jon [Fn =Pl (46)
Lmn

Die Induktionskoeffizienten L,,, hingen nur von den geometrischen Abmessungen der
linearen Stromkreise und der gegenseitigen Anordnung ab. Bei der Berechnung der In-

duktionskoeffizienten 47 - a7
T T

Lon = n m 47

CZ%m%n|rn—rm| (47)

ist entlang der einzelnen Stromkreisschleifen C), zu integrieren. Wie aus Gl. 47 direkt zu
ersehen ist gilt die Symmetrie L,,, = Lym,.

Man bezeichnet L, als Selbstinduktionskoeffizienten des n-ten Stromkreises und L,,,
(fiir n # m) als Gegeninduktionskoeffizienten zwischen dem n-ten und dem m-ten
Stromkreis.

Mittels dieser Induktionskoeffizienten kann die gesamte magnetostatische Energie dieser
Stromkreisanordnung in der Form

1
=5 > Lo I I (48)

geschrieben werden.

Gleichung 47 ist nur fiir die Berechnung von Gegeninduktionskoeffizienten (m # n)
geeignet. Fiir die Berechnung der Selbstinduktionskoeffizienten ist die Energiegleichung
48 zu verwenden oder es ist die tatsachliche Querabmessung des Leiters zu berticksichtigen
(die Ersetzung gemafl Gl. 45 ist in diesem Fall fiir die konkrete Berechnung nicht anwend-
bar).

Magnetischer Flufl durch eine Stromschleife

Die Induktionskoeffizienten L, konnen auch zur Berechnung des magnetischen Flufles ®
durch die n-te Stromschleife

cpn:/ den.éz/ denmotff:?{ 7, - A (49)
Fr, Fn Ch

verwendet werden bzw. umgekehrt konnen diese Koeffizienten auch aus einer FluB3berech-
nung gewonnen werden. Die Verwendung der Gleichungen 4 und 45 ergibt aus Gl. 49

dr,, - dr,,
_cp -1, Canfe = Lom In (50)

m m |Tn_rm|

nm
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also einen linearen Zusammenhang zwischen den Stromen der einzelnen Stromkreise
und dem magnetischen Fluf3 durch eine einzelne Leiterschleife.

IV.3.C. Lokalisierte Stromverteilung in einem aufleren Feld

Wir betrachten eine um den Punkt R lokalisierte Stromverteilung, deren Wert an der
Stelle 7 durch die Funktion 7 (7 — é) gegeben sei, die sich in einem #uBeren Feld B (7)
befindet. Wir haben somit wieder ein Wechselwirkungsproblem vorliegen, wobei die Wech-
selwirkungsenergie durch

W (R / & A(F) - 7(7 — R) (51)
gegeben ist. Umformung entsprechend
| .
we(R) = - [ & AR+ 7) - 7(07)

und Verwendung der Reihenentwicklung

—

AR +7) = A(R) + (7 - V) A(R) + ... (52)

ergibt nun
. L1 -
ww 3. == 3. == —
Wer(R) = - [ a5 AR + - [ a5 (7 Vi) A+

Das erste Integral verschwindet fiir stationdre Stromkreise (sieche Gl. 12). Das zweite
Integral konnen wir unter Verwendung der Gl. 13, die wir auch in der Form

—/ = — = 1 — —/ — — — =,

](’I“)(’I“-VR):é(’I“ xy(r))xVR+ (V 7 ))r (T-VR) (53)
schreiben konnen, in die Summe eines Volums— und eines Oberflachenintegrals zerlegen,
wobei das Oberflachenintegral fiir eine lokalisierte Stromverteilung wieder verschwindet.

Somit folgt weiters

—

W (R) = 2C/d3 [(7 )va} ARy + ..
_ —/d3 (7 x 7(7)) - (Ve x AB) +... . (54)

Das Integral iiber die lokalisierte Stromverteilung ergibt das magnetische Moment m dieser
Stromverteilung (siehe Gl. 15) und der Rotor des Vektorpotentials A ergibt das &dufere
Magnetfeld B an der Stelle R. Wir erhalten somit die Entwicklung

- -

WY (R)=m-BR)+... . (55)
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IV.4. Krafte in magnetischen Feldern

IV.4.A. Kraft auf eine lokalisierte Stromverteilung

Wir betrachten wieder eine um den Punkt R lokalisierte Stromverteilung, deren Wert an
der Stelle 7 durch die Funktion (7 — R) gegeben ist, die sich in einem duferen Feld B()
befindet. Die Kraftwirkung dieses dufleren Feldes auf die lokalisierte Stromverteilung ist
gemafl Gl. I1.50 durch

/dT]T— ><B( ) (56)

gegeben. Durch Umformung und Reihenentwicklung erhalten wir hieraus
F(R) = /d 7(7) x B(R +7)

_ E/drj(f* « B(R /d 77 x (7 -Vg) BR)+... .  (57)

Der erste Term verschwindet wieder auf Grund der in Gl. 12 angegebenen Beziehung.
Der zweite Term kann in der Form

= % /d3r (") (7~ Vi) x B(R)+

geschrieben werden, so dafl die Verwendung von Gl. 53 wieder zu einem Oberflacheninte-
gral fithrt, welches fiir eine lokalisierte Stromverteilung verschwindet. Das verbleibende
Volumsintegral liefert

—

20/d3 (7 x J() xVi] x BE)+... . (58)

Unter Beriicksichtigung der Maxwellgleichung div B=0 folgt somit
F(R)=Vpg (m-BR)+... . (59)

Wie ein Vergleich mit dem Ausdruck fiir die magnetostatische Wechselwirkungsenergie
von GIl. 55 zeigt, ist diese Kraft nicht der negative Gradient der als Feldenergie
gespeicherten Wechselwirkungsenergie.

Berechnet man die Energie gemafl der Formel

W:—/dg-ﬁ ,

so ergibt sich anstelle von Gleichung 55
W = —m-B und es gilt F=_-VW

Das verschiedene Vorzeichen in den beiden Gleichungen fiir die Energie hat seine Ursache
in der verschiedenen Beriicksichtigung der Dynamik. Gleichung 55 gibt die magnetische
Feldenergie fiir fest vorgegebene Strome an. Auf Grund des Faradayschen Induktionsge-
setzes wird aber nun bei Bewegung dieser Strome in einem Magnetfeld eine elektrische
Spannung induziert, d.h. die Stréme andern sich und fithren zu einem geanderten Ener-
gieausdruck.
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Berechnung des Drehmomentes

Wir konnen die Kraftdichtegleichung I1.7 auch dazu verwenden, das beziiglich des Zen-
trumspunktes R der lokalisierten Stromverteilung angreifende Drehmoment N zu berech-
nen. Aus der zugehdrigen Definitionsgleichung

—

N(R) = % [ v (7) x B+ 7)) (60)

folgt durch Reihenentwicklung

N(B) = %/d‘r*rfx(j(F)xé(ﬁ))jL
= [a (7 BUY) 5 - L [ 7)) B(R) +

die Beziehung
NR)=mxB(R)+... . (61)

IV.4.B. Bewegung eines geladenen Teilchens

Fiir ein gegebenes magnetostatisches Feld B (7") kann die Bewegung eines elektrisch gelade-
nen Teilchens durch Losen der Bewegungsgleichung (siehe Gl. 11.9)

d2

() = o)

q 5=

— —~> X B(r(t 62
L2 5 B (1) (62
bestimmt werden.

Da die Geschwindigkeit ¥(t) des Teilchens in der Lorentzkraft auftritt, ist die Losung
von Gleichung 62 meistens nicht so einfach zu gewinnen wie im Falle der Bewegung eines
geladenen Teilchens in einem elektrostatischen Feld.

Homogenes magnetisches Feld

Im Falle eines homogenen magnetischen Feldes éo, welches keine Ortsabhangigkeit
aufweist, kann die Bewegungsgleichung 62 unter Verwendung des zeitunabhéngigen Pra-
zessionsfrequenzvektors
&p=-L B, (63)
mc

in der folgenden Form geschrieben werden:

S () =) x By . (64)
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Wihlen wir zur Losung dieser Gleichung unser Koordinatensystem so, daf§ die z-Achse in
Richtung des Vektors &g zeigt, so lautet Gl. 64

q [ v WEB Uy
Z | w|=| wsw (65)
v, 0

und besitzt die Losung
v,(0) coswpt
()= —v.(0) sinwpgt (66a)
v2(0)

bzw. nach einer weiteren Zeitintegration

a sinwpgt
7(t) =7(0)+ | alcoswpt — 1] . (66b)
v,(0)t

Hiebei ist 7(0) die Anfangslage des Teilchens und #(0) die Anfangsgeschwindigkeit, welche
in der x-z-Ebene liegt (ist durch geeignete Wahl der z-Achse immer erreichbar).

Die in Gl. 66b angegebene Bahnkurve des Teilchens stellt eine Spiralenbahn in z-Richtung
dar, wobei die in die z-y-Ebene projizierte Kreisbahn einen Radius a = v,(0)/wpg besitzt.
Der Betrag der Geschwindigkeit andert sich zeitlich nicht, da das Teilchen in einem Ma-
gnetfeld keine Energie aufnimmt (dies gilt auch fiir die spater betrachtete relativistische
Bewegungsgleichung, welche als Bahnkurven gleichfalls Spiralbahnen ergibt, die mit kon-
stanter Geschwindigkeit durchlaufen werden).

IV.4.C. Magnetische Flasche

Wir betrachten ein zylindersymmetrisches Magnetfeld der folgenden Form (siehe
Fig. 4.3)

—

B(p,,2) = B,(p,2) €, + B.(2) €. . (67)

| <

*/b—x
dJ/>i r&
—— - —————
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x f

Fig. 4.3 Prinzipieller magnetischer Feldlinienverlauf fiir eine magnetische Flasche
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Aus der Maxwellgleichung divB = 0, angeschrieben in Zylinderkoordinaten unter Be-
riicksichtigung der Winkelunabhangigkeit aller Komponenten,

10 0
% (pBy)+5-B:=0 (68)

ergibt sich der folgende Zusammenhang zwischen den beiden Komponenten des Magnet-

feldes:

p 0B.(z)
B =—= 6
Bewegungsgleichung in Zylinderkoordinaten
Schreiben wir die Bewegungsgleichung 62 in Zylinderkoordinaten an
o _» o q . o o
T (v, €, +V,€, +V,€,) = s (v, B, €, + (v, B, — v, B,)é, — v, B,¢€) (70)
und verwenden fiir die Kreisgeschwindigkeit v, die Naherungslosung
vy~ —wpp=———B.p (71)
¥ mec
so erhalten wir fiir die z-Komponente der Geschwindigkeit die Gleichung
d 4 B,
E,UZ:_%,USDBPZPBZ ,US@
bzw. unter Verwendung von Gleichung 69
d? , 1 0B,
— (1) = — 72
a2 “ =% 5E 5 (72)

Wir ersehen aus dieser Gleichung fiir die Beschleunigung der Teilchen in z-Richtung,
daBl diese Beschleunigung bei zunehmender Stéirke des Magnetfeldes in z-Richtung, d.h.
fir 0B,/0z > 0, negativ ist und umgekehrt. Hiebei besteht eine Unabhéngigkeit von
der Umlaufsrichtung (die fiir positiv oder negativ geladene Teilchen verschieden ist), da
v, quadratisch auftritt. Dies bedeutet, dal ein Raumbereich mit grofier werden-
der magnetischer Feldstarke die bewegten Teilchen reflektiert. Diese Wirkung
eines raumlich verdnderlichen Magnetfeldes (Zusammenlaufen der magnetischen Feld-
linien) kann fiir die Konstruktion einer magnetischen Flasche zum Einschlufl bewegter
geladener Teilchen (Plasma) verwendet werden.



