
3.3 Langevin‐Gleichung

Langevin‐Gleichung

Bewegungsgleichung der Brown‘schen Bewegung
Beobachtung: 1827 R. Brown, Erklärung: 1905 A. g , g
Einstein, M. Smoluchovski

Brown:  „Lebenskraft“ die allen organischen 

(c) Wikimedia Commons

„ g
Substanzen innewohnt

Einstein:  Bewegung eines mesoskopischen
Körpers aufgrund von Stößen mit

G. Kahl & F. Libisch (E136) Statistische Physik II – Kapitel 3 4. April 2014 1/14

Körpers aufgrund von Stößen mit 
Atomen der Flüssigkeit

(c) Encyclopedia Britannica 1911



Langevingleichung:
( )( ) ( ) ( )dv tF t M v t f t

dt
γ= = − +

Langevin‐Gleichung

dt

Dissipative Kraft (Reibung) Stochastische Kraft, zufällig fluktuierend
(z.B. durch Stöße der Atome)( )

• Stochastische Differentialgleichung 1. Ordnung: Markov‐Prozess
• Stochastische Kraft repräsentiert die Wechselwirkung des 

Brown‘schen Teilchens mit der Umgebung ( Bad“)
( ); ( ) ( ) ( ) ( )f t A t v t v t A t

M M
γ γ γ= = → = − ⋅ + Stochastische 

Beschleunigung

Brown schen Teilchens mit der Umgebung („Bad )

M M

( ) 0A t = 2 ( )A t

g g

(Zufallskraft)

Annahmen über die statistischen Eigenschaften von A(t)

= const(stationär)( ) 0A t = ( )A t

2( ) ( ) ( )A t A t A t tδ≈

(Zufallskraft)

Grenzfall unkorrelierter (δ‐korrelierter) Fluktuationen:

= const(stationär)

Stoßzeiten der Zufallsfluktuation kurz gegen γ‐11 2 1 2( ) ( ) ( )A t A t A t tδ≈ −

Spektrale Dichte:
21( ) ( ) ( ) exp( )

2 2A
AI A t A t i t dω τ ω τ

∞
= + − =∫

Stoßzeiten der Zufallsfluktuation kurz gegen γ‐1
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( ) ( ) ( ) p( )
2 2A π π−∞∫

Gleichverteilung in ω→ weißes Rauschen



Fourier Spektrum der Langevingleichung

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A i A

Langevin‐Gleichung

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v t v t A t i Aν νγ ω ω γ ω ω+ ⋅ = ⎯⎯→ − + =F.T.

Spektrale Dichte : ( ) ( )1I I ωω =Spektrale Dichte : 2 2( ) ( )v AI I
γ ω

ωω =
+

21( ) AI
2

( )I Aω =

Korrelationsfunktion :
2

( ) tAC t γ−

2 2( )
2vI ω
π γ ω

=
+

( )
2AI ω
π

=

Korrelationsfunktion : ( )
2

t
vvC t e γ

γ
=

t ω

2
2 ( ) (0) AC

1/t γ= ω γ=
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Mittlere quadratische Amplitude der Fluktuationen
2 ( ) (0)

2vv
Av t C
γ

= =



Konsistenz Bedingung für Relaxation zum Gleichgewicht: 

Langevin‐Gleichung

2 Bk Tv
M

=
Ensemble von Brownschen Teilchen 
im Gleichgewicht (Gleichverteilungssatz):

aus der Langevin Gleichung:
2

2 Av =

→ Fluktuations‐Dissipations‐Theorem

aus der Langevin‐Gleichung: 2
v

γ
=

p

2M A M Mπ π ∞⎛ ⎞
∫ ( ) (0

2
( 0) )A

B B B

M A M MI dt A t A
k T k T k T
π

π
γ π ω

−∞

= =
⎛ ⎞

⇒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

Beziehung zwischen der dissipativen Kraft und den Beschleunigungsfluktuationen
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Relaxation zum Gleichgewicht:
Allgemeine Lösung der t

Langevin‐Gleichung

L i Gl i h B h ib d R l i d h E bl i l

Allgemeine Lösung der 
Langevingleichung

( ')

0

( ) (0) ( ') '
t

t t tv t v e e A t dtγ γ− − −= ⋅ + ∫
Langevin Gleichung: Beschreibung der Relaxation durch Ensemblemittel 
über stochastische Trajektorien:

( ')
t

∫ 0 0( (0))tv e v vγ−= ⋅ ≡( ')

0

( ) (0) ( ') 't t tv t v e e A t dtγ γ− − −= ⋅ + ∫
Für 1/t t γ= ( ) 0v t →Für 1/rt t γ=

2
2 ( ')( ) (0) ( ') '

t
t t tv t v e e A t dtγ γ− − −⎛ ⎞

= ⋅ +⎜ ⎟∫

( ) 0v t →

0

( ) (0) ( )v t v e e A t dt+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
2 2 2 ' 2 ( ' '')2 ( ') ' '' ' ( ') ( '')

t t t
t t t t t tv e e e v A t dt e dt dt e A t A tγ γ γ γ γ− − − += ⋅ + +∫ ∫ ∫

2 ( '')t tA δ −

0 0
0 0 0

2 ( ) ( ) ( )v e e e v A t dt e dt dt e A t A t= ⋅ + +∫ ∫ ∫
( )

2
2 2 2

0 1t tAv e eγ γ− −= + − 2
2 A
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( )0 2γ Für 2: ( )
2r
At t v t
γ

→



Geschwindigkeits‐Autokorrelationsfunktion: 

Langevin‐Gleichung

, )( ( ) ( )vvC vt v tτ ττ τ = ++ =

2 (2 ) (2 ) ( ' '')
0

0 0

' '' ( ') ( '')
t

t t t tv e e dt dt e A t A t
τ τ

γ τ γ τ γ
+

− + − + += ⋅ + ∫ ∫
2 2⎛ ⎞ [ ] [ ]
2 2

2
0 exp (2 ) exp

2 2
A Av t tγ τ γ
γ γ

⎛ ⎞
= − − + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

Stationärer Limes: Zeitmittel

0
( ) ( ) ( ) lim ( ) ( )1

vv

T

T T
C t v v t v v t dτ τ τ τ τ

→∞
= + = +∫ [ ]

2

exp
2
A tγ
γ

= −

→ Für Nicht‐Gleichgewicht:

( )
2

2) )( (2 )(tC C At t⎛ ⎞
⎜ ⎟
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( )2
0, ) )( exp (2 )

2
(tvv vvC Ct tvτ τ γ τ

γ
⎛ ⎞

+ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ = +



Diffusion in der Brownschen Bewegung 
Langevin‐Gleichung

2
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t t

x t v d x t d d v vτ τ τ τ τ τ= → =∫ ∫ ∫1 2 1 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τ τ τ τ τ τ→∫ ∫ ∫

t t t t
Ensemblemittel:

1
2

1 2 1 2
0 0 0 0

2 1 2( ) ( ) ( ) , )(vv

t t t t

x t d d v v d d Cτ τ τ τ τ τ τ τ= =∫ ∫ ∫ ∫
2 2 2⎛ ⎞ 22 2 2

2 2
02 3 2

1( 1) ( 1)
2

t tA A At e v eγ γ

γ γ γ γ
− −⎛ ⎞

= + − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2t
A t
γ→∞⎯⎯⎯→

ff k

Einsteinrelation

2 2( )
lim

x t AD = =

Diffusionskonstante:

B Bk T k TD→ = = Einsteinrelation2lim
2 2t

D
t γ→∞

= = D
Mγ γ

→ = =

1lim ( ) ( )
t t

D d d v vτ τ τ τ= ∫ ∫ ( )C t dt
∞

= ∫
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1 2 1 2
0 0

lim ( ) ( )
2t

D d d v v
t

τ τ τ τ
→∞

= ∫ ∫
0

( )vvC t dt= ∫



3.4 Fokker‐Planck‐Gleichung

Fokker‐Planck‐Gleichung

Zeitentwicklungsgleichung für die Verteilungsfunktion des Ensembles
(komplementär zur Langevin‐Gleichung für Trajektorien)

Beispiel: stochastischer Prozess für diskrete Zeitschritte

t
x

t‐1

t‐2

x
t0

t1

x0

1 1 0 0( , ; , )P x t x t

t

Ableitung der Fokker‐Planck‐Gleichung am Beispiel der 
G h i di k it t il

∞

∫

Geschwindigkeitsverteilung:
Bewegungsgleichung für Wahrscheinlichkeitsverteilung für Markov Prozess
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( , ) ( ) ( , ) ( , , )w v t d v w v v t P v v vτ τ
−∞

+ = Δ + Δ ⋅ + Δ −Δ∫



Fokker‐Planck‐Gleichung

2 21( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2v vw v v t w v t v w v t v w v t+ Δ ≈ + Δ ∂ + Δ ∂

2 21( , ', ) ( , ', ) ( , ', ) ( , ', )
2v vP v v v P v v v P v v v P v vτ τ τ τ+ Δ ≈ + Δ ∂ + Δ ∂

1 2 2
'

1( , , ) ( , , ) ( , , )
2v vv v P v v v P v v v P v vτ τ τ=−Δ⎯⎯⎯→ −Δ + Δ ∂ −Δ + Δ ∂ −Δ

1 1⎛ ⎞ ⎛ ⎞2 2 2 21 1( , ) ( )
2 2v v v vw v t d v w v w v w P v P v Pτ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ≈ Δ + Δ ∂ + Δ ∂ ⋅ + Δ ∂ + Δ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫
(Argumente der Funktion unterdrückt)

2 21
2v v vw v w w v v w− Δ ∂ − ∂ Δ + Δ ∂ +

(Argumente der Funktion unterdrückt)

2 2 321 (
2

)v v vw v w v O ν+∂ ∂ Δ + ∂ ΔΔ +
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( ) ( ) ( , , )v d v v P v v τΔ = Δ Δ ⋅ Δ−∫ − 2 2( ) ( ) ( , , )v d v v P v v τΔ = Δ Δ ⋅ Δ− −∫



( ) ( )2 21( , ) ( , )
2v vw v t w v t v w v wτ+ − = −∂ Δ + ∂ Δ

Fokker‐Planck‐Gleichung

( ) ( )2v v

0
( ) lim

n

n

v
v

τ
α

τ→

Δ
=Sprungmomente:

( )21( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )w v t v w v t v w v tα α→ ∂ ∂ + ∂
Fokker‐Planck‐Gleichung

0τ τ→

( )1 2( , ) ( ( ) ( , )) ( ) ( , )
2t v vw v t v w v t v w v tα α→ ∂ = −∂ + ∂

Berechnung der Sprungmomente für die Langevin Gleichung:

( ) ( )v v t v tτΔ = + − ( ') '
t

v A t dt
τ

γ τ
+

= − + ∫
t
∫

Sprungmomente:

1 0
( ) lim

v
v v

τ
α γ

τ→

Δ
= = −

2
2 2 21t t tv τ τ τ+ + +Δ ⎛ ⎞

∫ ∫ ∫
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2 2 2
2 0 0

1( ) lim lim 2 ( ) ( ') ' ( ') ( '') ' ''
t t t

v v v t A t dt A t A t dt dt A
τ τ

α γ τ γ
τ τ→ →

⎛ ⎞
= = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫



2( )w vw D wγ→ ∂ = ∂ + ∂Fokker Planck Gleichung
2

Bk TAD γ⎛ ⎞
⎜ ⎟

Fokker‐Planck‐Gleichung

( )t v v vw vw D wγ→ ∂ = ∂ + ∂Fokker‐Planck‐Gleichung 
2

B
vD

M
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Fokker‐Planck‐Gleichung im Phasenraum ohne PotentialFokker‐Planck‐Gleichung im Phasenraum ohne Potential

( ) ,dv vdt A t dt dx vdtγ= − + =
( ) ( ) 0 ( ) ( ) 2 ( ) 0D1 2 1 2 2( ) , ( ) 0, ( ) , ( ) 2 , ( ) 0vx v x v v v D xvα α α γ α α= = = − = =

( ) 2( , , )t x v v vw x v t v w v w D wγ∂ = − ∂ + ∂ + ∂

Fü di B ‘ h B

'( ) ( )V x A t∂ +

Für die Brown‘sche Bewegung:
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( ) ( )tv v A t
M

γ∂ = − − +



Fokker‐Planck‐Gleichung

Spezialfall: Quasi‐adiabatische Anpassung der Geschwindigkeit an 
e terne Kräfte (formal ∂ 0 großes ) “adiabatic follo ing”

'( ) 1( ) ' ( ')
t

t

t

V xx v t dt dt A t
M

τ
τ

τ
γ γ

+
+

→ Δ = − +∫ ∫

externe Kräfte (formal: ∂tν=0, großes γ), “adiabatic following”

'( )( ) V xxα = 2( ) Bk T

t
tMγ γ∫ ∫

2D (Diffusionskonstante
1( )x

M
α

γ
= − 2 ( ) Bx

M
α

γ
= 2D= (

im Ortsraum)

( )2'( )( , ) ( , ) ( , )t x x
V xw x t w x t D w x t

Mγ
⎛ ⎞∂ = ∂ + ∂⎜ ⎟
⎝ ⎠γ⎝ ⎠

Zum Vergleich:
2 TA k k T

2
B

v
TA

M
D k γ== Bk TD

Mγ
⇔ =
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Geschwindigkeitsraum Ortsraum



Beispiel 1: Fokker‐Planck‐Gleichung im Ortsraum ohne Potential

Fokker‐Planck‐Gleichung

( )2( , ) ( , )t xw x t D w x t∂ = ∂ (kräftefreie) Diffusionsgleichung 

21( ) x⎡ ⎤Lö ( , ) exp
4 4

w x t
Dt Dtπ

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
Lösung:

D=1/2,  σ=(2Dt)1/2=t1/2( )
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Fokker‐Planck‐Gleichung

Beispiel 2: Fokker‐Planck‐Gleichung im Ortsraum 
mit PotentialV(x)= kxmit Potential V(x)=-kx

2( ) ( ) ( )kw x t w x t D w x t∂ ∂ + ∂ Diffusion( , ) ( , ) ( , )t x xw x t w x t D w x t
γ

∂ = − ∂ + ∂
Drift

21 ( )( , ) exp
4 4

x vtw x t
Dt Dtπ

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
Lösung:

/v k γ= − Driftgeschwindigkeit
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