
3. Stochastische Prozesse und Dynamik
3.1 Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden

y

• Verschiedene Realisierungen einer Observablen:

3.1 Konzepte und Methoden

X(1)(t) X(3)(t)X(2)(t)

Verschiedene Realisierungen einer Observablen:
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• Anwendungen:

l ’ h h h k– Hamilton’sche Statistische Mechanik

– Quantenstatistik

– Econophysics

– Gebiete außerhalb der Physik
(Bi li i S i l i I f tik )
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(Bioliogie, Soziologie, Informatik,…)



3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden
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3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden
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3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden

11 11( , , ;...; , )i i i iP x t x t x t− −|

1 1 2 2 1 1( , ; , ; ; , ; , )i i i i iw x t x t x t x t− −… =

1 1 1 1 1 2 2 1 11 1( , , ;...; , ) ( , ; , ; ; , )i ii ii i iP x t x t x t w x t x t x t− − −− −= …|

G. Kahl & F. Libisch (E136) Statistische Physik II – Kapitel 3 4. April 2014 4/17



3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden
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Übergangsmomente der Transferwahrscheinlichkeit:

3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden

Übergangsmomente der Transferwahrscheinlichkeit:

0 Moment (Normierung):0. Moment (Normierung): 

( ) ( , ); 1d x P x x τΔ Δ =∫

1 M t (E t t d S it )

( ) ( , );τ∫

1. Moment (Erwartungswert der Sprungweite): 

( ) ( );x d x xP x x τΔ Δ Δ Δ= ∫

( l d h )

( ) ( , );x d x xP x x
τ

τΔ Δ Δ Δ= ∫

2. Moment (mittlere quadratische Sprungweite): 

2 2( ) ( )( ;) ( , )x d x x P x x
τ

τΔ Δ Δ= Δ∫
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Beispiel: Zufallsbewegung („Random walk“ )

d l d k

3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden

• Eindimensionale diskrete Bewegung

• Translationsinvariant im Ort: ( , ) ;( );P x x P xτ τΔ = Δ

mit ; 1
; 1

( 1 ) 0.5
( 1 ) 0.5

P x
P x

τ
τ
=
=

Δ = + =
Δ = − = Nach vielen Versuchen (Ensemblemittel):

t=0
X
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• 1. und 2. Moment:

3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden
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• Random walk in 2 Dimensionen:
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t=0

3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden
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Für gerade Zahl von Zeitschritten t=2k und gerade Zahl von Gridpunkten xt = 2l:
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Für ungerade Zahl:
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Äquivalenz von Trajektorien‐Mittelwert und Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichten



3.1  Stochastische Prozesse und Dynamik: Konzepte und Methoden

Random walk: Computersimulationen in 2D und 3D
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3.2 Eigenschaften stochastischer Prozesse
3.2 Stochastische Prozesse und Dynamik: Eigenschaften stochastischer Prozesse

Stochastische Zeitentwicklung von kontinuierlichen Variablen

( ) (2)( ) (3)( )

Ensemble von stochastischen Signalen

X(1)(t) X(2)(t) X(3)(t)
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( )( ) ,x t dx x w x t= ∫



3.2 Stochastische Prozesse und Dynamik: Eigenschaften stochastischer Prozesse

( ) .x t const⇒ =

z B : Fluktuationen im Gleichgewicht

f di h

z.B.: Fluktuationen im Gleichgewicht

Definition: ergodischer Prozess,

wenn Zeitmittel = Ensemblemittel

( )Tx x t→∞⎯⎯⎯→
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Fourierspektrum von Fluktuationen

3.2 Stochastische Prozesse und Dynamik: Eigenschaften stochastischer Prozesse
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Fourier Entwicklung
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Physikalische Bedeutung für offene Systeme: Zeitskala der unbeobachteten
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Physikalische Bedeutung für offene Systeme: Zeitskala der unbeobachteten 
Freiheitsgraden und Stärke der Kopplung an die Umgebung



Für stationäre Prozesse:

3.2 Stochastische Prozesse und Dynamik: Eigenschaften stochastischer Prozesse
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Korrelationsfunktion:
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Stationäres System:

( ) ( ) 0)(t t t
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( ) ( ) c , 0)(AB AB ABc t c t t τ= ==



Spektr m der Korrelationen

3.2 Stochastische Prozesse und Dynamik: Eigenschaften stochastischer Prozesse

Spektrum der Korrelationen:
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Wiener‐Khinchin Theorem:

3.2 Stochastische Prozesse und Dynamik: Eigenschaften stochastischer Prozesse
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Fourier‐Transformation

Information über die Frequenzkomponenten, die den Prozess dominieren
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Beispiel: stochastisch getriebener gedämpfter harmonischer Oszillator

3.2 Stochastische Prozesse und Dynamik: Eigenschaften stochastischer Prozesse

( ) ( ) ( ) ( )x t x F t Fω ω→ →

2
0 ( )tx Fx xγ ω+ ⋅ + =
antreibende Kraft 

(Masse: m=1)

Fourier Transformation
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(inverse) Fourier Transformation
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