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E 3.1 Klassisches ideales Gas im mikrokanonischen Ensemble

E 3.1 Klassisches ideales Gas im mikrokanonischen
Ensemble

Hamiltonfunktion und Γ-Raum des idealen Gases in D Dimensionen

Hamiltonfunktion H =
∑N

i=1

p2
i

2m

Phasenraum Γ = RND × {qN |0 ≤ qij ≤ L, i = 1, · · ·N, j = 1, 2, 3}
weiters: E , V und N fest

Sm = kB ln Ω(E ,V ,N; ∆)

Ω(E ,V ,N; ∆) =
1

N!hND

∫
Γ;H(pN ,qN )∈[E−∆,E ]

dpNdqN =
V N

N!hND
(VE − VE−∆)

wobei VE und VE−∆ die Volumina von Kugeln im RND mit Radien
√

2mE und√
2m(E −∆) sind
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E 3.1 Klassisches ideales Gas im mikrokanonischen Ensemble

somit
VE =

∫
H≤E

dpN =

∫ √2mE

0

dp pND−1

∫
ΩND

dΩND︸ ︷︷ ︸
2πND/2

Γ(ND/2)

VE =
2πND/2

Γ(ND/2)

∫ √2mE

0

dp pND−1 =
2πND/2

Γ(ND/2)

[
(2mE)ND/2 1

ND

]
=

2(2mπE)ND/2

ND Γ(ND/2)

VE−∆ = · · · =
2[2mπ(E −∆)]ND/2

ND Γ(ND/2)

VE − VE−∆ =
2(2mπE)ND/2

ND Γ(ND/2)

1−
(
E −∆

E

)ND/2

︸ ︷︷ ︸
→0 fuer N gross

 =
2(2mπE)ND/2

ND Γ(ND/2)
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E 3.1 Klassisches ideales Gas im mikrokanonischen Ensemble

somit

Ω =
V N

hNDN!
(VE − VE−∆) =

V N

hNDN!

(2mπE)ND/2

ND

2
Γ(ND/2)︸ ︷︷ ︸
( ND

2 )!

mit N! ∼
√

2πe−NNNN1/2 und
(
ND

2

)
! ∼
√

2πe−ND/2
(
ND

2

)ND/2 (ND
2

)1/2
erhält man

Ω ∼ V N

hND

(2mπE)ND/2[√
2πe−NNNN1/2

] [√
2πe−ND/2

(
ND

2

)ND/2 (ND
2

)1/2
]

=

[
V N

hND

1

NN

(
2mπE

ND/2

)ND/2

eN+ND/2

][
1

2π
N−1/2

(
ND

2

)−1/2
]
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E 3.1 Klassisches ideales Gas im mikrokanonischen Ensemble

somit erhält man für die mikrokanonische Entropie Sm

Sm = kB ln Ω = kBN

[
ln

V

N
+

D

2
ln

E

N
+

D

2
ln

(
4mπ

Dh2

)
+

(
1 +

D

2

)]
+ · · ·

Zustandsgleichungen

kalorische Zustandsgleichung(
∂S

∂E

)
V

=
1

T
= kBN

D

2

1

E

E = kBT
ND

2

thermische Zustandsgleichung(
∂S

∂V

)
T

=
P

T
= kBN

1

V

PV = NkBT
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E 3.2 Klassisches ideales Gas im kanonischen Ensemble

E 3.2 Klassisches ideales Gas im kanonischen Ensemble

Hamiltonfunktion und Γ-Raum des idealen Gases in D Dimensionen

Hamiltonfunktion H =
∑N

i=1

p2
i

2m

Phasenraum Γ = RND × {qN |0 ≤ qij ≤ L, i = 1, · · ·N, j = 1, 2, 3}
weiters: V und N fest, Temperatur T vorgegeben

kanonische Entropie, Sk

Sk = βkB〈E〉k + kB lnZk = −βkB
∂

∂β
lnZk + kB lnZk

Zk =
1

N!hND

∫
Γ

dpNdqN exp[−βH(pN , qN)]

=
V N

N!hND

∫
RND

ΠN
i=1dpi exp[−βp2

i /(2m)]︸ ︷︷ ︸
ΠN
i=1ΠD

j=1dpij exp[−βp2
ij/(2m)]

=

=
V N

N!

(
2mπ

βh2

)ND/2

=
V N

N!

1

ΛND
Λ =

√
h2

2πmkBT
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E 3.2 Klassisches ideales Gas im kanonischen Ensemble

somit

Sk = −βkB
∂

∂β
ln

Zk︷ ︸︸ ︷(
V N

N!

1

ΛND

)
︸ ︷︷ ︸
−(ND) 1

Λ
∂Λ
∂β

=−ND 1
Λ

1
2

Λ
β

+kB ln
V N

N!
− kBND ln Λ

= βkB
ND

2β
+ kB ln

V N

N!
− kBND ln Λ

= kBN

[
D

2
+

1

N
ln

V N

N!
− D ln Λ

]
wegen N! ∼ e−NNN(

√
2πN1/2) gilt

ln
V N

N!
∼ ln

(
V NeN

NN

)
= N ln

V

N
+ N

somit erhält man schließlich

Sk = kBN

[
ln

V

N
− D ln Λ +

(
1 +

D

2

)]
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E 3.2 Klassisches ideales Gas im kanonischen Ensemble

Zustandsgleichungen

kalorische Zustandsgleichung

E = − ∂

∂β
lnZk = − ∂

∂β
(−ND ln Λ) + 0 = ND

1

Λ

1

2

Λ

β
=

D

2
NkBT

thermische Zustandsgleichung:

F = −kBT lnZk = −kBT
[

ln
V N

N!
− ND ln Λ

]
∼ −kBTN

[
ln

V

N
− D ln Λ + 1

]

P = −
(
∂F

∂V

)
T

= kBTN
1

V
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E 3.3 Klassisches ideales Gas im großkanonischen Ensemble

E 3.3 Klassisches ideales Gas im großkanonischen Ensemble

Hamiltonfunktion und Γ-Raum des idealen Gases in D Dimensionen

Hamiltonfunktion H =
∑

i

p2
i

2m

Phasenraum

weiters: V fest; Temperatur T und chemisches Potential µ vorgegeben

großkanonische Entropie, Sg

Sg = −kB〈ln ρg 〉g = kB〈lnZg + βE − βµN〉g =

= kBβ〈E〉g − kBβµ〈N〉g + kB lnZg

mit

〈E〉g = −
(
∂

∂β
lnZg

)
µ,V

+ µ〈N〉g

〈N〉g = kBT
∂

∂µ
lnZg
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E 3.3 Klassisches ideales Gas im großkanonischen Ensemble

für das ideale Gas gilt Zg = exp
[
zV
Λ3

]
mit z = exp[βµ]

somit

〈E〉g = Ē = − ∂

∂β

(
zV

ΛD

)
+ µN̄

= −µzV
ΛD
− zV

ΛD+1
(−D)

(
∂Λ

∂β

)
︸ ︷︷ ︸

1
2

Λ
β

+µ N̄︸︷︷︸
zV
ΛD

=
D

2
N̄kBT

〈N〉g = N̄ = kBT
∂

∂µ

(
zV

ΛD

)
=

zV

ΛD
= lnZg

Sg = kBβĒ − kBµβN̄ + kB lnZg =
1

T

D

2
N̄kBT −

µ

T
N̄ + kBN̄

= kBN̄

[(
1 +

D

2

)
− µ

kBT

]
=
(
mit exp[µ/(kB/T )] =

N̄

V
ΛD)

= kBN̄

[
ln

V

N̄
− D ln Λ +

(
1 +

D

2

)]
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E 3.3 Klassisches ideales Gas im großkanonischen Ensemble

Zustandsgleichungen

◦ 〈N〉g = N̄ = kBT
∂
∂µ

lnZg ⇒ N̄ = N̄(T ,V , µ)

Invertieren dieser Beziehung führt zu µ = µ(T ,V , N̄)

〈N〉g = lnZg =
zV

ΛD

also

µ = µ(T ,V , N̄) =
1

β
ln

N̄ΛD

V
bzw. z =

N̄ΛD

V

◦ thermische Zustandsgleichung

PV

kBT
= lnZg [T ,V , µ(T ,V , N̄)] = z

V

ΛD
=

N̄ΛD

V

V

ΛD
= N̄

◦ kalorische Zustandsgleichung

E = −
(
∂

∂β
lnZg

)
µ,V

+ µN̄ = − ∂

∂β

(
eβµ

V

ΛD

)
µ,V

+ µN̄ =
D

2
N̄kBT
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E 3.4 Entropie des idealen Gases

E 3.4 Entropie des idealen Gases (D = 3)

Sm = kBN

[
3

2
ln

E

N
+ ln

V

N
::::

+
3

2
ln

4πm

3h2
+

5

2

]

Sk = kBN

[
ln

V

N
− 3 ln Λ +

5

2

]
= kBN

[
3

2
ln kBT + ln

V

N
::::

+
3

2
ln

2πm

h2
+

5

2

]

Sg = kB〈N〉g
[

ln
V

〈N〉g
− 3 ln Λ +

5

2

]

= kB〈N〉g

3

2
ln kBT + ln

V

〈N〉g
::::::

+
3

2
ln

2πm

h2
+

5

2


mit

Λ =

(
h2

2πmkBT

)1/2
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