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5.1 Molekularfeldniherung fiir das Ising Spin-1/2 System

5.1 Molekularfeldndherung fiir das Ising Spin-1/2 System

gegeben:
@ Ising Spin-1/2 System (d.h., mégliche Spineinstellungen s; = £1)
@ N Spins, Temperatur T, duBeres Feld H, Kopplungsstirke J
@ es wird nur die Wechselwirkung zwischen benachbarten Spins beriicksichtigt

@ Dimension und Geometrie des Systems sind nicht spezifiziert

die Hamilton-Funktion des Systems ist gegeben durch

N

H = —JZS,‘SJ' — HZS;
(i) i=1

die s; bezeichnen die Spins an den Orten i, die Notation (- - -} schrénkt die Summe im

Mehrteilchenwechselwirkungsterm auf nachste Nachbarn ein

die Summanden im ersten Term lassen sich folgendermaBen schreiben

sisj = si{sj) + (si)s; — (si)(s;) + (51 — (si)) (5; — (s))
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5.1 Molekularfeldniherung fiir das Ising Spin-1/2 System

dabei sind die (s;) die Ensemblemittelwerte der Spineinstellungen s;

ist das System translationsinvariant (und gelten periodische Randbedingungen), dann gilt

(si) = (sj) = (s)

somit erhilt man
pRECEENNE) SERRE) SPRELD et
(i) (i) (isf) (isf)

PCEECHICERE)

(7.J)
der letzte Termin, der die Korrelationen zwischen zwei Spins beriicksichtigt, wird in der
Folge vernachlissigt (Molekularfeldniherung; 'mean field approximation’)

somit erhalt man die Hamilton-Funktion in der Molekularfeldndherung, Hur,

N
—Jz(s Zs,—l——z >2—HZS,‘
i=1

—[Jz(s) + H] Z si+

Humr

bzw. das Molekularfeld, Hyr,

HMF = JZ<S>
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5.1 Molekularfeldniherung fiir das Ising Spin-1/2 System
z gibt die Zahl der nichsten Nachbarn an; dieser Parameter beriicksichtigt teilweise die
Dimension und die Geometrie des Systems

Berechnung der Thermodynamik (in der MF-Niherung)

Z Z exp[—BHmrp] = -+ =

s;=%1 sy==%1
exp[—BNJz(s)? /2] {2 cosh [B(H + Hur)]}"

Zn(H, T)

somit
Gu(H, T)=—kgTInZy = %NJZ<S>2 — ks TN In {2 cosh [B(H + Hur)]}
mit
o . Gy
G = NIme Gn bzw. g = NILmOO N
Zustandsgleichung:
(i) e
—_ (VY
My = ( oH )T N tanh [ﬂ(H + HMF)]
(if)
My = N{s) = Nm  (wobei (s) — m)
also

m = tanh [3(H 4+ Hur)] = tanh [B(H + Jzm)]
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5.1 Molekularfeldniherung fiir das Ising Spin-1/2 System

Phasendiagramm, kritisches Verhalten, Thermodynamik:

@ Phasendiagramm (bei H = 0)
Losung der Gleichung
m = tanh(8Jzm)
kann nicht analytisch durchgefiihrt werden (daher z.B. graphische Lésung
erforderlich)
es ergibt sich eine kritische Temperatur bei

ks T = Jz
@ Magnetisierung m bei T ~ T,
da m klein ist, gilt

m = tanh(8JZm) = tanh(T./T) ~ 1<

m 1
T 3
o T > T Lésung m=20

o T < T¢: Lésungen:
(i) m=0

(i), (iii) m = +£v/3 (T%T)I/Z — +/3(—r)}/2
Lésung (i) hat eine hdhere Energie als Ldsungen (ii) und (iii), daher:
m~ £V3(=1)/2 ~ (—=7)Y? B =1/2 (kritischer Exponent)
vergleiche van der Waals Gas: bei 7 — 0 war |oa — 0g| ~ (—7)/?
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5.1 Molekularfeldniherung fiir das Ising Spin-1/2 System

@ H bei T ~ T. (also 7 klein); weiters sei H klein
somit folgt aus

m = tanh {ﬁH—i— %m}

die Relation 1
BH ~ mt + §m3

bzw. bei 7 — 0
H~m  §=3

vergleiche van der Waals-Gas: bei 7 — 0 war 7 ~ w*

@ isotherme Suszeptibilitdt xr bei T ~ T¢

_ (oM om
X=\oH ), " \oH),

mit Hilfe obiger Relation fiir H folgt:

o (_H K R B
oH \ kn T. oH\"M T3

b
kB Tc

1 1

~oTxTEmixr o ako Xt~ o
BlcT m
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5.1 Molekularfeldniherung fiir das Ising Spin-1/2 System

o T >Tg:
11 1 1
XM e Ter+0 " ks (T — To)t
o T< T
1 [ T-Tc T-T\]7 1 1
v T )] e

da m2~—3T

kritische Exponenten v = o' = 1; Verhiltnis der Vorfaktoren 1:2
vergleiche van der Waals-Gas: bei 7 — 0 war st ~ (—7)7"

@ thermodynamische Potentiale

g(H, T)zw %szz—kBTln [2cosh[,3(H+sz)]] - =
BHT./Tm
= 7sz —kBTIn2+£I (1—m?)
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5.1 Molekularfeldniherung fiir das Ising Spin-1/2 System

Legendre-Transformation von G auf A (bzw. von g auf a)

am, Ty = AMT) 1 - [Gu(H, T) + HM] = g(H, T) + Him

N
= Sdzm —kBTIn2—|—kBT

kBTc
ke Tom+ T (LM
2 1—m

In(1 — m?)

der letzte Term entspricht H; man erhélt ihn, indem man die Zustandsgleichung
nach H auflost
somit

_ 1 2 1 oy ks T 1-m
a(M, T) = 2kBTcm kBTIn2+kBT2In(1 m”) + 3 min T m
O] ’

(ii) (if)

(i) konstanter, m-unabhingiger Term
(ii) Terme werden fiir kleine m entwickelt

schlieBlich erhalt man

1
aM, T)+ ksTIn2 ~ 7kB(T Tc)m + ks Tm"— 1 + -
N———
>0 !
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5.2 Nicht-wechselwirkende Spins

5.2 Nicht-wechselwirkende Spins
Sei die Hamilton-Funktion des Systems (N Spins S;, duBeres Feld H) gegeben durch

N
H=—gus Z SiH

i=1
Bemerkungen:
@ g ist der gyromagnetische Faktor, up ist das Bohr-Magneton

@ das Skalarprodukt S;H kann die Werte m;H annehmen, wobei
mi=-5-S+1,---,§-1,§

@ die S; werden oft durch die J; (Bahndrehimpulse) ersetzt

dann ist
w(H, T) = Z Z exp BngBZSH sinh [(S + 1) BgunH] "
sinh [23g1n H]
Bemerkung:

fiir S = 1/2 geht diese Formel in

Zy(H, T) =12 cosh(,Bg,uBH/2)]N

liber
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5.2 Nicht-wechselwirkende Spins

daher:
GN(H7 T) =
Mn(H, T) =
wobei
Bs(x)
By

—ksTInZy = —ksTNIn {Si”h [(S +3) BgueH] }

sinh [%Bg,ug H]

AH OH

oG 0
— < ) = NkB T—In ZN = NSguBBs(ﬁsguBH)
T

25 +1 25 +1 1 1
= S coth< 7S x)—gcoth(§x>

= tanh (%)

die Brillouin-Funktion ist; sie geht fiir S — oo in die Langevin-Funktion iiber
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5.3 Landau-Theorie

Grundlagen

Annahme:

Entwicklung der thermodynamischen Potentiale in Potenzreihen nahe dem
kritischen Punkt (dort ist der Ordnungsparameter M klein und die Abweichung der
Temperatur T von der kritischen Temperatur T klein)

Ansatz:
Taylor-Entwicklung des thermodynamischen Potentials in Potenzen des
Ordnungsparrameters, unter Ausniitzung der Symmetrie

AM, T) ~ Ao(T) + As(T)M? + Ay(T)M* + Ag(T)M°® + - .-

wobei die Koeffizienten A;(T) ebenfalls in Taylor-Reihen beziiglich der Temperatur
entwickelt werden:

Ax(T) ~ Aso+ A (T—Te)+--- As(T) ~ Aso+Asa(T—T)+---
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5.3. Landau-Theorie

mit
DA
H = (—) = (24 +4AM* +.. .\ M
i), = ( )
_ DA 2
(xr)™ = ( ) =2 + 12AM* + - -
oM2 ) .

da in der N3he des kritischen Punktes (also bei T — T ) xr divergiert, d.h.

. -1 _
T||—>ml'c (xr) =0

f0|gt AQ(TC) = Azyo =0

somit ist die Suszeptibilitdt in der Ndhe des kritischen Punktes gegeben durch

(er) ™~ 2A00(T = To) + 12[Aso + Asa(T = Te) + - [ M + -+
Krimmung von A(M, T):

Phaseniibergang 1. Ordnung
Doppeltangente (vgl. Maxwell-Konstruktion)

Phaseniibergang 2. Ordnung
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5.3. Landau-Theorie

Kritisches Verhalten des Landau-Modells:

(a) MfirH=0
ist T < T¢, dann ist M # 0; da H = 0, folgt aus obiger Relation fiir H

2 Az A1 (T — To) Az 1/2
M < A T bzw. M 2A4,0( T)

wobei 3 = 1/2 jener kritische Exponent ist, der angibt, wie der
Ordnungsparameter in der N3he des kritischen Punktes verschwindet

(b) Suszeptibilitdt xT in der Ndhe des kritischen Punktes
o T > T¢: hierist M=0

(XT)_l N2A2 ~ 2A2’1(T— TC)+~~~ bzw. XT N771

wobei v = 1 jener kritische Exponent ist, der angibt, wie die Suszeptibilitat
oberhalb der kritischen Temperatur divergiert

o T < T¢: hierist M #0
wegen M ~ /A3 1/2A40(Tc — T)Y/2 gilt

(xT) '~ 2A0(T = Te) +12(Aso +-+) M2 +--

A2,1
a0 (Tc—=T)
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5.3. Landau-Theorie

somit gilt

(XT)_I ~4A (T = Te)+ - bzw. XT N(—T)71

wobei v/ = 1 jener kritische Exponent ist, der angibt, wie die Suszeptibilitit
unterhalb der kritischen Temperatur divergiert

(c) Abhingigkeit von H und M in der N3he des kritischen Punktes

0A
= (W)T—

[2A2 +4AM? +] M ~ [2A2,1(T— T.) + 4440 M +] M

bzw. lim H=M?

T—Tc

wobei § = 3 jener kritische Exponent ist, der einen Zusammenhang zwischen der
Magnetisierung M und dem Feld H in der N3he des kritischen Punktes herstellt

Kritikpunkte der Landau-Theorie:

@ divergente Beitrage zur Entwicklung
z.B. Ising-Modell in 2D, H = 0:

AH=0,T) ~ A0, Te) +a(T — T) + b(T — T)In(T — Te) + - --
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5.3. Landau-Theorie

@ die kritischen Exponenten des Landau-Modells sind die s.g. klassischen kritischen
Exponenten; sie sind also falsch

Positive Aspekte der Landau-Theorie:

@ setzt man zum Beispiel A4 = 0 aber As o # 0, dann erhilt man fiir die kritischen
Exponenten

B=1/4 6=5 ~7=9'=1

damit kann Trikritikalitdt beschrieben werden
@ 'Manipulation’ von kritischen Exponenten
Verallgemeinerung der Relation
Ao(T) = Aoo +Aoa (T — To) 7 4
~—~
=0

fihrt zu

Ao(T) = Aoa(T —Te)" + -+
wobei der Wert von ' noch nicht spezifiert ist und, zum Beispiel, an ein Modell
angepasst werden kann; dann folgt (ohne Beweis)

Adx

T-T.)" M=
| 2A40

T — T2

X7' =242

also B =7+'/2und 6 =3
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5.3. Landau-Theorie

@ die Relation
0A
H= (),

verkniipft 7, H, und M; durch Division dieser Gleichung durch |7—\3/2 folgt

2801(T = TOM + 4AsoM? + -

= (2A2,1 TC)TM + 4—/‘\4»0/\43

H M M \?
P =4(24,, Tc)—w/2 +4A40 (—mm)

diese Relation verkniipft die Skalenvariablen ('scaling variables’)

- H o M
BRI E

somit hat die Zustandsgleichung in diesen Skalenvariablen folgende Gestalt

H = +aM + gir

es tritt also kein 7 (und somit keine Temperatur) mehr auf

Frage: wie verhalten sich H und M wenn 7 — 0
Antwort: Skalenhypothese von Widom (Kapitel 7)
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie

5.4 Ginzburg-Landau Theorie

Bemerkungen:

@ phinomenologische Theorie, die mit makro- und mesokopischen GroBen arbeitet

und mikroskopische GréBen vermeidet

@ soll in der Nahe des kritischen Punktes giiltig sein:
daher sind 7 ~ (T — T.) und der Ordnungsparameter klein

@ sie stellt einen intuitiven Zugang dar
Beispiel: Ising Modell
si — m(r Nang —ri)si

wobei m(r) die lokale Magnetisierung und g(x) eine geeignete Mittelungsfunktion ist

@ 3 --- Gitterkonstante

@ a, --- lineare Abmessung der Mittelungszelle

@ L --- makroskopische Dimension des Systems
mit a9 < ax < L

@ d --- Dimension des Systems

@ N --- Zahl der Spins in der Mittelungszelle
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie

Folgen:
@ alle Fluktuationen mit Wellenlangen kleiner als a, werden unterdriickt

@ Fourier-Komponenten mit Wellenzahlen groBer als A ~ 1/a, werden nicht
beriicksichtigt

Ginzburg-Landau Funktional: an Stelle von

A(M, T) Ao(T) + Ao(T)M? + Al(T)M* + - -

G(H,T) = Ao(T)+A(T)M* + A(T)M" + --- — HM
verwendet man nunmehr folgenden Ansatz [unter Annahme der Symmetrie
m(x) — —m(x)] fiir das Ginzburg-Landau Funktional F[m)]

Flm] = / dx {a(T)mz(x) + ém4(x) 4+ Fc[VmX)P + - — H(x)m(x)
~~ 2
dx

mit a(T) = a'(T — T¢) (vgl. Landau-Theorie)

weiters gilt dann:

Q(H, T) x [ Dimlexp {57 (m]}

G(H, T)=—ksTInQ(H, T)
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie

Bemerkungen:

@ D[m] bezeichnet die funktionale Integration

@ eine Verallgemeinerung des Konzepts von m(x) (€ R; entspricht z.B. dem
Ising-Modell) auf m(x) (€ RY; entspricht z.B. dem Heisenberg-Modell) ist moglich

@ die Form des Ginzburg-Landau Funktionals ist sehr allgemein; es 1Bt sich fiir
verschiedene Formen von Phaseniibergédngen aufstellen

@ keine mikroskopische Herleitung notwendig
Moglichkeiten der Auswertung des Funktionals:

(a) Ginzburg-Landau N3herung

die wahrscheinlichste Konfiguration von m(x) ist durch den 'stationiren’ Zustand
gegeben, also 'bei’

0

%(x) =2[a+ bm(x) — V2| m(x) - H(x) =0
wobei das Minus im Gradiententerm durch den Oberflachenterm zustande kommt

im Funktionalintegral wird dann der Integrand durch jenes m(x) ersetzt, das dem
'statischen’ Zustand entspricht
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie

(b) GauB-N&herung
Annahmen:

o im Fuktional werden alle Terme bis zur zweiten Ordnung in m(x) beriicksichtigt;
daher muB a > 0 bzw. 7 > 0 sein
o H=0

m(x) wird in Fourier-Komponenten zerlegt ('BZ’ bezeichnet die Brillouin-Zone)

1 . . *
mix) = a7z > meexp(ikn)  mit  mi = —m,
keBZ

dann ist

/dx m?(x) = Za mem_g
K
/dxc [Vm(x) Zc K2micm_x

somit erhilt man fiir 7[m]

Flm] = /dx [a m*(x) + ¢ [Vm(x)]z] Z (a+ ck ) Miem_g
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie
2w

ist L groB, dann kann man den Kontinuumslimit durchfiihren (mit k = <n)

1 . 1 .
m(x) = T2 Z meexp(ikx) — m(x) = % Z my exp(ikx)
KeBZ kEBZ

L

— L /‘k‘ /\dk my exp(ikx)
<

wobei A der Radius der Brillouin-Kugel ist

daher 138t sich die funktionale Integration durch eine Integration tber die
Fourier-Komponenten my ersetzen

/’D[m]--~ N n\k|</\/dmk"'

fiir die Zustandssumme Q(H = 0, T) ergibt sich somit

wobei die my € C

QH=0,T)= /D[m] exp {—BF[m]} = ”\k\</\/d’"k exp {—AF[m]}
My exp[—B(a+ck?)mem_y]

h3lt man k fest, so gilt (fiir den allgemeinen Fall, daB m(x) € R")

J R e (e
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie

insgesamt erhdlt man:

T "z
Q0.7 M [ 557

G(H=0,T)= Go—kBT > n

\k|</\

[ Bla+ ckZ)}

Berechnung der spezifischen Warme (in d Dimensionen)

_ Cu=o . 2’G 1 1
R T(ar) JB T 2(T)Ldz(a+ck2)2+

|k| <A
dk 1

n \2
ke = (T: S
< he3(7@) en (2m)7 (3 + ck2)? +

L gross

nun wird die Korrelationslange & liber

ViV
VLTV a T

eingefiihrt, die offensichtlich bei T = T, divergiert
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie

mit g = k€ erhalt man dann

1 1 1 1
CH=0 kB g ( Ta’)2 dq

a<ne  (2m)? & (1+q7)2 22

i

i—d n(Ta 2/ 1 1
¢ [2() Jyene “V2my 1+ @22
x £4fdA

wobei sowohl ¢ als auch die Amplitude A bei T. divergieren kdnnen

in der Folge werden Integrale der Form

ﬁ/dqf(qﬂ :/ a9 /dq q’f(q%)

(2m)9
——
[26d=Drd/2r(d/2)] "

fiir verschiedene Dimensionen d betrachtet, wobei wir nur an einem mdglichen
singuldaren Verhalten der Integrale interessiert sind
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie

(a) d<4
he a1 1 d—4
0 dq q m :”’:endl. +O(A§)
das Integral konvergiert fiir A — oo
(b) d=4
AE s 1
das Integral divergiert fiir A — oo
(c) d>4
he a1 1 d—a
e e

das Ergebnis des Integrals zeigt Potenzverhalten in A fiir A — oo
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5.4 Ginzburg-Landau Theorie

schlieBlich erhilt man mit cy—o = &*77A

4—d

ETIA=AT - Tc) 2 divergent d < 4
i~ $ 1-In(AE) ~ In(T — T) d=4

7 [—AL+ A (N) T ~ A+ AY(T — Tc)% ‘cusp’ d >4

G. Kahl (Institut fiir Theoretische Physik) Phaseniibergdnge und kritische Phanomene —



	5.1 Molekularfeldnäherung für das Ising Spin-1/2 System
	5.2 Nicht-wechselwirkende Spins
	5.3. Landau-Theorie
	5.4 Ginzburg-Landau Theorie

