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4.1 van der Waals Modell

Geschichtliches

@ von van der Waals im Rahmen seiner Doktorarbeit entwickelt (ca. 1873);
basierend auf friiheren Arbeiten, in denen er Anziehungskrafte zwischen
Atomen (“van der Waals Krifte") untersuchte

@ im Gegensatz zu dem bis dahin verwendeten idealen Gas beriicksichtigt das

Modell:
(i) die endliche Ausdehnung der Atome (bzw. Molekiile) — spater der Term
b
(ii) die Anziehungskrafte zwischen den Atomen (bzw. Molekiilen) — spater
der Term a

@ somit das erste Modell, das einen Phaseniibergang zwischen der fliissigen

und der gasférmigen Phase und das damit verbundene kritische Verhalten
vorhersagt
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4.1 van der Waals Modell

Herleitung

in der Literatur werden verschiedene Argumentationslinien verwendet, um das
Modell herzuleiten

oft wird die Virialentwicklung des Druckes (also die Entwicklung des Druckes in
Potenzen der Teilchendichte p = N/V) verwendet, die nach zweiter Ordnung
abgebrochen wird;

trotz dieser Ndherung liefert das van der Waals Modell auch fiir die Beschreibung
der fliissigen Phase von einfachen Substanzen (Edelgase, einfache Gase, etc.)
erstaunlich gute Ergebnisse — sh. spater

Zustandsgleichung

N2a
<P+V2> (V — Nb) = Nk T

dabei stellen:
(i) b das Vierfache des Eigenvolumens eines Atoms (Molkiils) mit Durchmesser
o dar, also

(ii) a die (gemittelte) Stirke der Anziehung zweier Atome (Molekiile) iiber

a=—27 r2drod(r)
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4.1 van der Waals Modell

Phasendiagramm
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4.1 van der Waals Modell

Thermodynamische Eigenschaften

@ innere Energie

U—U—/TC(T)dT—N2 11
o=/ v aly Vo

0

@ freie Energie (V- NB) A2
e(V — a
A= kB TN In W — 7

@ Entropie

S—SO:CVIn?T—FNkBIn(V_Nb)
0

Vo — Nb

@ chemisches Potential

ASN bN
p=ksT [In (1_Nb) + 1_szaN] —2aN

@ Wairmekapazitat
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4.1 van der Waals Modell

Gesetz der korrespondierenden Zustinde
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4.1 van der Waals Modell

Kritisches Verhalten

(a) kritische Parameter
werden berechnet aus:

oP »*P
(w), =0 = (), =0

und ergeben sich zu

8 a 1 a

VC—3Nb kBTC—EB C—Ep
mit V* = V/V,, T* = T/T. und P* = P/P ergibt sich Zustandsgleichung in
reduzierten GréBen

Pt )@V —1)=8T*
(V)2

sei weiters w = (V — V.)/ V., 7= (P — P.)/P.und 7 = (T — T.)/ T, dann |3Bt
sich die van der Waals Zustandsgleichung in folgender Form schreiben
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4.1 van der Waals Modell

(b) Zustandsgleichung in der Nahe des kritischen Punktes
in der unmittelbaren Nahe des kritischen Punktes sind w, 7 und 7 klein;
somit gilt mit
14+x)1 ~ 1=x+x2—x>+--
(1+x)2 ~ 1-2x+3x°> -4 +---

daher

39, 27,
m+1 (4T+4)<1 Ew—l—zw Y + - )

—3(1—2w+3w? — 4w+ --)

3
~ 4T—|—1—6Tw—|—97'w2—§w3+---

schlieBlich ergibt sich die Zustandsgleichung in unmittelbarer Ndhe des
kritischen Punktes

3
T~ AT — 67w + 9Tw? — §w3 (1)
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4.1 van der Waals Modell

(c) Berechnung einiger kritischer Exponenten
e Berechnung von lim,_,q [wa — wg]

anstelle der Koexistenzvolumina wy und wg betrachten wir die
Volumina w; und w», die die Extrema einer Isothermen markieren

0 9
—aZ: :—6T+187w—§w2+~-~=0
2 4 .
we—4dwr+=7=0 mit Loesungen wq, ws

fir |wy — wo| erhdlt man

4 1/2
|w1 — w2| = |:—§7' + O(Tz):|

wegen |wi — wa| ~ - — 2| ~ |o1 — 02| erhalt man schlieBlich

lo1 — 02| ~ (—7)"/? [3=1/2]
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4.1 van der Waals Modell

e Berechnung der isothermen Kompressibilitdt x1 entlang der kritischen
Isochore, also V = V, bzw. w =0, fir 7 — 0

__1lov Ow
Trv\er) T \on )L,

partielle Ableitung von Gleichung (3) nach 7 liefert

o Ow
1= —67’$ + 187’&1%

entlang der kritischen Isochore, also fiir w = 0, gilt
Ow Ow
1=—6r— =  ——~Kr~T =1
e on T T b ]
e Beziehung zwischen Druck und Dichte entlang der kritischen
Isotherme, also 7 = 0, in der Ndhe des kritischen Punktes

aus Gleichung (3) folgt entlang 7 =0

3
T o= -3 w3 also (P—P.) ~ |Qc—9\3 [0 = 3]
~P—P, ~(V=V:)3~(0—0c)?
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4.2 Spin-Modelle

4.2 Spin-Modelle
4.2.1 Ising (Spin-1/2) Modell (D = 1)

von lsing ca. 1920 entwickelt, als Modell, das einen magnetischen Ubergang beschreibt

Gegeben:
e Hamiltonfunktion

H=—-J Z,S,'Sj — HmZS,'
(i) i

e Spineinstellungen s; = 1 (diskretes Modell)
e eindimensionale Kette, NV Spins,
periodische Randbedinungen: syi1 = 51
o externes Feld H,, im folgenden mit H bezeichnet

Gesucht:
e thermodynamische Eigenschaften
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N 1 N
H=—J Z Sisj — HZS,' = —JZSiSH—l — EHZ(Si -+ S,'+1) (2)
i i=1 i=1

(if)
Berechnung der Zustandssumme Z mit 8 =1/(ks T)
Z=Z(T,H,N)= > - > exp(—BH) (3)

sp==%1 sy==+1
kann mit Hilfe der Transfermatrix-Methode relativ einfach berechnet werden
man erhalt schlieBlich fiir die kanonische Zustandssumme:
Z(T,HN) =Y +0Y)  bzw. G(T,H,N)=—ksTIn [/\{V + AQ’]

wobei

A1,2 = exp(BJ) {cosh(ﬁH) + \/coshz(BH) —2exp(—28J) sinh(2ﬁJ)}
sei A1 > Az, dann folgt
G=—ksTln [Af“ + AQ’] = —kgTln [,\{"(1 + (Az/)\l)"’)]

<1

fiir N — oo ist G(T, H, N) extensiv, also
g(T,H) = fim G/N=—keThhX <oo
— 00
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4.2 Spin-Modelle

aus G (bzw. g) erhdlt man im thermodynamischen Grenzwert (also fiir N — oo) fiir die
Magnetisierung pro Teilchen, m = M/T

(G/N) sinh(B8H)
m(T,H)=— =
(T, H) ( oH )T \/sinhz(,@H) + exp[—4/J]

1 = Magpnetisierung pro Teilchen fiir ein
o / eindimensionales Ising-Modell als

Funktion von H (in willkiirlichen
Einheiten) fiir zwei verschiedenen
05 Temperaturen T; und T, mit
o T < T

6 4 2 0 2 4 6

m(H.T)
°

schlieBlich lassen sich auch noch andere GroBen, wie etwas Korrelationsfunktionen mit
Hilfe dieses Algorithmus relativ leicht berechnen allerdings: das Modell zeigt keinen

Phaseniibergang (bzw. lediglich einen kritischen Punkt bei T =0
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4.2 Spin-Modelle

4.2.2 Ising (Spin-1/2) Modell (D = 2)
analytische Lésung (fiir spezielle Bedingungen) von L. Onsager (~1940)

(a) analytische Lésung

Gegeben:
e Hamiltonfunktion ,
H=-J 5is;
(i)
e Spineinstellungen s; = +1 (diskretes Modell)
o quadratisches Gitter, N = n? Spins,
periodische (toroidale) Randbedinungen
e kein Feld !!

Gesucht:
e thermodynamische Eigenschaften
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4.2 Spin-Modelle

Ergebnisse (ohne Rechnung):
e freie Enthalpie

816 = —in2cosh(28)] - % /ﬂ dbn B (1+ Vi sin2_¢>}
0

N
e innere Energie

Kk dk sin &

ﬁ E = —2Jtanh(26J) + — 2rdB Jo  A(l+A)

e kritischer Punkt mit kritischer Temperatur T,
kg Te ~ 2.269J
e fiir die Warmekapazitat C gilt bei T ~ T,

éc(T) ~ % <k§—JT>2 [In 1——|+In (ij> - (1+ %)](4)

mit k= 2[cosh(26J) coth(28)] > A =+/1— r2sin’ &
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4.2 Spin-Modelle

@ (spezifische) Magnetisierung m
dhnlich wie fiir D =1 (nur mit erheblich mehr Rechenaufwand) ergibt sich die
Magnetisierung pro Spin, m = M/N, zu

(1+x)(1 — 6x2 + xHy/2M*

m(T) = mit  x = exp[—28J] (5)

(1—x?)?
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4.2 Spin-Modelle

(b) Ergebnisse von Monte Carlo Simulationen

Ergebnisse aus der Projektarbeit von Thomas Garschall (2009/2010):
Magnetisierung

10
analytic 100x100  +
20x20  + 200x200  x
" 40x40  x 400x400 &
08 .. 80x80  * analytic
100x100 ®
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06 H 400x400  ©
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Magnetisierung pro Spin, m(T), fiir ein

zwei-dimensionales Ising Spin-Modell als Lo_garlthmus der Magnet_merung pro
Funktion der Temperatur T. Ergebnisse Spin, In m(T), als Funktion der

von Monte Carlo Simulationen fiir reduzierten Temperﬁtur. |7], mit
verschiedene EnsemblegréBen (wie T :(T B T.C)/Tc fur. en
angegeben); strichlierte Linie: zwel—dlmensmnales Ising Spin-Modell.
analytisches (exaktes) Ergebnis. Ergebnisse von Monte Carlo

Simulationen fiir verschiedene

EnsemblegréBen (wie angegeben). Linie:
analytisches Ergebnis.
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4.2 Spin-Modelle

Warmekapazitat
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Wirmekapazitit pro Spin, ¢(T), fiir ein zwei-dimensionales Ising Spin-Modell als Funktion
der Temperatur T. Ergebnisse von Monte Carlo Simulationen fiir verschiedene

EnsemblegrdBen (wie angegeben); strichlierte Linie: Ndherungsausdruck der analytischen
Lésung.
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4.2 Spin-Modelle

Spinkonfigurationen

Spinkonfigurationen eines zwei-dimensionalen Ising Spin-Modells aus einer Monte Carlo
Simulation nach jeweils 500 Simulationsschritten fiir drei verschiedene Temperaturen:
T =2.4J/kg (links), T = 3.0J/kg (Mitte) und T = 5.0J/kp (rechts). SystemgréBe: 200

X 200 Spins. WeiBe und schwarze K&stchen entsprechen Spins mit gegensatzlicher
Orientierung.
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4.2 Spin-Modelle

4.2.3 Ising (Spin-1/2) Modell (D=3)

zeigt kritisches Verhalten

eines der wichtigsten Modelle der Statistischen Physik
(bislang) keine analytische Lésung gefunden

sehr genau mit Hilfe von Computersimulationen untersucht

Ergebnisse fiir die kritischen Exponenten (“Universalititsklasse Ising 3D"):

@ o = 0.105 (Divergenz der Wirmekapazitit)

@ 3 = 0.328 (Verhalten der Magnetisierung in der N3he des kritischen Punktes)

@ ~ = 1.239 (Relation zwischen Feld und Magnetisierung entlang der kritischen Isotherme)
o ..
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4.2 Spin-Modelle

4.2.4 n-Vektor Spin Modelle

Ising

XY-Modell
Heisenberg-Modell
n-Vektor Modell

si = =+1 n=1
57 = (Six, Siry) IS5P=1 n=

g'i = (Si;xvsi;yasi;z) |§;‘2 =1
gi:(si;l"~~7si;n) |§i‘2:1

im allgemeinen einfachste Form fiir die Hamilton-Funktion gew&hlt
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