
UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS
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su grupo, por integrarme rápidamente como una más del mismo, superando la barrera del
idioma, y por cuidar de esta sureña en el fŕıo del Diciembre vienés.
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Ministerio de Ciencia y Tecnoloǵıa en el marco del proyecto PB97-0258-C02 y del

proyecto BFM2001-1017-C03-01.
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7.1. Caracteŕısticas generales del fluido dipolar . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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cas duras confinado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

6.4. Funciones de distribución centro-centro del fluido de moléculas diatómi-
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estados que en la figura 6.3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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8.5. Enerǵıa interna ((a) y (b)) y potencial qúımico ((c) y (d)) del fluido
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relación de diámetros es d00/da = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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confinado en una matriz de esferas duras (casos alt1, alt2, alt3 y alt4).

La mezcla equilibrada equivalente es inestable en estos casos. . . . . . . 176
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Caṕıtulo 1

Introducción

La Teoŕıa de Ecuaciones Integrales es una de las herramientas que la F́ısica Es-

tad́ıstica proporciona para el estudio de los fluidos. Estos sistemas se caracterizan por

la ausencia de orden translacional de largo alcance que coexiste con un orden local,

en algunos casos muy acusado. Esta situación un tanto paradójica es la que complica

particularmente el estudio del estado ĺıquido. Es también la razón por la que la descrip-

ción de la estructura microscópica ha de realizarse mediante funciones que representan

promedios estad́ısticos: las funciones de distribución. Dichas funciones constituyen el

objetivo central de la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales en el ámbito de la Mecánica

Estad́ıstica. En concreto, de las diversas familias de teoŕıas desarrolladas a lo largo

del Siglo XX, esta Tesis se centra en la Teoŕıa de Ornstein-Zernike [Ornstein y Zer-

nike (1914)]. Esta Teoŕıa, cuyo origen está estrechamente vinculado con la teoŕıa de

fenómenos cŕıticos, ha dado lugar a las ecuaciones integrales que con mayor éxito han

sido aplicadas en el estudio de fluidos en equilibrio.

Por otra parte, la estructura microscópica y la termodinámica asociada al estado en

que se encuentra el sistema, están ı́ntimamente relacionadas. La F́ısica Estad́ıstica fun-

damental, junto con las Teoŕıas de Ecuaciones Integrales, proporcionan las expresiones

matemáticas que reflejan esta conexión entre propiedades microscópicas y macroscópi-

cas.

Una vez se sentaron las bases en la primera mitad del Siglo XX, la Teoŕıa de

Ecuaciones Integrales ha sido utilizada ampliamente en la descripción de fluidos simples



2 Introducción

(monoatómicos). El modelo más sencillo de fluido simple es aquél en el que las part́ıculas

que lo componen son esferas del mismo tamaño a las que únicamente se impone la

condición de no solapamiento. Considerando esta interacción estrictamente repulsiva

(de hecho, una barrera infinita de potencial con un alcance igual al diámetro de la

part́ıcula) se consigue reproducir la estructura esencial de un fluido denso a distancias

cortas. Existen por supuesto modelos más realistas, pero es importante destacar cómo

el modelo de esferas duras ha quedado como paradigma o referente en la Teoŕıa de

Ĺıquidos. A lo largo de esta Tesis se utilizará este modelo y modificaciones del mismo

en este sentido de modelo de referencia.

Aunque existen fluidos reales que śı se corresponden con modelos simples como el

fluido de esferas duras1, en la mayor parte de las situaciones de interés, los modelos

simples resultan insuficientes. Esto ha motivado que la Teoŕıa se haya ido extendiendo

en un afán de abordar modelos más realistas. Esta evolución ha estado además favore-

cida por el acceso a ordenadores cada vez más potentes, que han permitido la resolución

de problemas numéricos cada vez más complejos. Aśı, se ha ampliado el formalismo al

tratamiento de fluidos multicomponentes, fluidos moleculares, sistemas polares o elec-

trolitos [Hansen y McDonald (1986)]. Se han desarrollado incluso modelos de fluidos

complejos como soluciones coloidales o soluciones de poĺımeros. En una ĺınea diferente,

la Teoŕıa se ha extendido a fluidos inhomogéneos, lo que ha servido para analizar la

influencia de una frontera f́ısica que limita al fluido [Henderson (1992)].

Puede considerarse aśı que, por una parte fue aumentando la complejidad del siste-

ma a tratar, y por otra, el grado de detalle en la descripción del mismo. Sin embargo,

se dio un salto cualitativo al aplicar la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales al estudio de

fluidos confinados en medios porosos desordenados [Madden y Glandt (1988)]. Desde

un punto de vista experimental, estos sistemas presentan una fenomenoloǵıa muy rica.

La presencia del sustrato poroso desordenado modifica el comportamiento del fluido.

Su diagrama de fases presenta aśı ciertas peculiaridades respecto al del fluido libre. Se

ha observado experimentalmente el desplazamiento de las ĺıneas de coexistencia en el

diagrama de fases de un fluido confinado respecto al del fluido libre, la aparición de

nuevas separaciones de fase y fenómenos de mojado entre otros. En todos ellos juega

un papel determinante, como se ha dicho, la presencia del medio poroso que confina

1Desde hace años se pueden diseñar sistemas coloidales en los que las part́ıculas se comportan como
esferas duras. Véase por ejemplo el trabajo de Bartlett et. al. (1992).
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al fluido, y las caracteŕısticas del mismo (distribución de tamaños de poro, grado de

porosidad, composición del medio, etc.).

Además de su interés académico, numerosas aplicaciones tecnológicas basadas en

mecanismos de catálisis, purificación, separación de gases, filtrado, etc. utilizan como

sustrato un material poroso. Por ello, el comportamiento de un fluido que se mueve

en este tipo de medios se ha convertido en objeto de estudio tanto experimental como

teórico. En cuanto a la enorme cantidad de estudios experimentales en esta ĺınea, por

poner algunos ejemplos, se han analizado las transiciones de fase del CO2 confinado en

un vidrio Vycor [Duffy et. al. (1995)] y la condensación por capilaridad del N2 en el

mismo sustrato mediante la técnica de aniquilación positron/positronium. En una ĺınea

diferente, se han utilizado los fenómenos de adsorción para analizar la estructura del

propio sustrato. Aśı por ejemplo, la adsorción de N2 se ha empleado en la descripción

de medios porosos con distribuciones de tamaño de poro muy estrechas [Wilkinson et.

al. (1992)]. La determinación del tamaño y la geometŕıa de los poros o del grosor de

las paredes entre poros es extremadamente dif́ıcil. Se ha demostrado que la técnica de

difracción de Rayos-X combinada con la utilización del nitrógeno adsorbido en el medio

proporciona una valiosa información de los detalles de la estructura del sustrato.

Pero volviendo al punto de vista teórico, estos sistemas han supuesto un gran reto.

Se hab́ıa aplicado la Teoŕıa de Fluidos inhomogéneos a fluidos confinados en un solo

poro, existiendo numerosos trabajos en esta ĺınea [Henderson (1992)]. De este modo se

puede analizar la influencia del confinamiento sobre el fluido para diferentes geometŕıas

del poro (dos paredes plano-paralelas, poro esférico o ciĺındrico). Sin embargo, este

tipo de modelos no describe la situación experimental buscada, en la que el medio ha

dividido el espacio accesible al fluido en cavidades con muy diferentes geometŕıas y

tamaños, existiendo además conectividad entre ellas. En un sistema como éste hay dos

aspectos caracteŕısticos esenciales: confinamiento y desorden.

Madden y Glandt (1988) fueron los primeros en presentar un enfoque que tiene

en cuenta ambas condiciones, abordando el problema global del fluido confinado en

el medio poroso desordenado. Consideran el tratamiento de un fluido sometido a un

campo externo, que vaŕıa en el espacio de acuerdo a una determinada distribución

de probabilidad, que determina las posiciones de las part́ıculas de matriz. Para una

descripción más sencilla, puede asociarse esta distribución al enfriado rápido de un

fluido, en equilibrio a una temperatura más alta. Sin embargo, esta última condición no
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es necesaria para el razonamiento [Madden (1992)]. Se ha construido aśı un sistema muy

parecido a una mezcla binaria en equilibrio. La diferencia radica en que la distribución

de las posiciones de las part́ıculas de la matriz no se ve afectada por la presencia del

fluido. Por tanto, existen dos tipos de promedios a tener en cuenta. Uno, el referido al

fluido, equilibrado para una determinada distribución de la matriz. El otro, el promedio

sobre todas las posibles distribuciones de las part́ıculas de la misma.

Una vez planteada esta descripción del sistema, Madden y Glandt (1988) hacen un

análisis en términos de diagramas de Mayer. Determinan los que corresponden a este

sistema, y los que, apareciendo en una mezcla binaria equilibrada, no lo hacen aqúı. A

partir de dicho análisis se deducen además unas ecuaciones tipo Ornstein-Zernike (OZ)

que permiten estudiar la estructura del sistema.

En un trabajo posterior, Given y Stell (1992) vuelven sobre esta idea. Sin embargo,

su enfoque es cualitativamente diferente, considerando un sistema que no presenta

equilibrio termodinámico global, sino sólo parcial. La forma de abordar la descripción

de estos sistemas es la aplicación del método de la réplica. Este hab́ıa surgido en otro

contexto (el estudio de los vidrios de esṕın [Edwards y Anderson (1975), Edwards y

Jones (1976)]). Sin embargo, ha resultado ser una herramienta extremadamente útil

en la descripción de toda una clase de sistemas: los sistemas parcialmente congelados

(partly quenched o quenched-annealed). Estos se caracterizan por presentar desorden

y mantener ciertos grados de libertad congelados. Aśı, en el caso tratado aqúı, es la

distribución de la matriz la que aporta el desorden, y sus part́ıculas mantienen los

grados de libertad translacionales congelados.

El método hace uso del isomorfismo existente entre el sistema anteriormente descrito

y uno equilibrado formado por (s+ 1) componentes, en el caso ĺımite s→ 0. De estos

(s + 1) componentes, uno corresponde a la matriz (ahora móvil), y los otros s son

copias idénticas y no interactuantes del componente fluido (réplicas). Es decir, dos

part́ıculas pertenecientes a una misma réplica interaccionan mediante el potencial que

describe al fluido, mientras que si pertenecen a réplicas diferentes, no interaccionan

entre śı. La construcción de este sistema es completamente artificial, en el sentido de

que no representa ningún sistema f́ısico y debe entenderse únicamente como un método

matemático que facilita el tratamiento del sistema f́ısico real.

Aplicando este método, pueden también deducirse las ecuaciones OZ asociadas al
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sistema, conocidas ahora como ecuaciones ROZ (Replica Ornstein Zernike) [Given y

Stell (1992)], algo diferentes a las que Madden y Glandt (1988) hab́ıan presentado. De

hecho, estas últimas resultan ser un caso particular de las ecuaciones ROZ. Además de

la estructura, se han podido determinar también las expresiones que permiten calcular

las propiedades termodinámicas del fluido confinado [Rosinberg et. al. (1994), Kierlik

et. al. (1995)].

Una vez desarrollada la Teoŕıa de fluidos confinados, han sido muy numerosos los

modelos estudiados. Aśı por ejemplo, el modelo de adsorción de un fluido de esferas

duras en una matriz de esferas duras ha sido ampliamente examinado: en las aproxi-

maciones PY [Fanti et. al. (1990); Lomba et. al. (1993)], HNC [Lomba et. al. (1993)] y

mediante simulación numérica [Lomba et. al. (1993); Meroni et. al. (1996)]. Asimismo,

se han analizado modelos de fluidos de Lennard-Jones en una matriz de esferas duras

[Vega et. al. (1993)], estudiando además su diagrama de fases [Page y Monson (1996)].

La alteración del comportamiento cŕıtico de un fluido confinado ha sido también ob-

jeto de estudio [Pitard et. al. (1995)]. Se han hecho nuevas propuestas en cuanto a la

construcción de la matriz [Van Tassel (1999)]. Recientemente, se ha analizado el com-

portamiento de una mezcla binaria confinada en una matriz porosa [Paschinger y Kahl

(2000); Schöll-Paschinger et. al. (2001)], para lo que se ha extendido el formalismo a

fluidos de dos componentes.

Sin embargo, son muchas las ĺıneas que todav́ıa quedan por explorar dentro del

campo de los fluidos confinados en medios porosos. En esta Tesis se apuntan algunas

de estas ĺıneas (la utilización de aproximaciones teóricas más sofisticadas, el tratamiento

de fluidos y matrices multicomponentes) y se desarrolla una de ellas: el tratamiento de

fluidos moleculares confinados. Desde el punto de vista puramente teórico, esto supone

la extensión de todo el formalismo de la réplica al tratamiento expĺıcito de grados de

libertad orientacionales en las part́ıculas del fluido.

Estos modelos se acercan más a las situaciones experimentales antes mencionadas

(adsorción de CO2 o de N2), pero además se abren las puertas al tratamiento de una

clase de fluidos de particular interés tanto teórico como experimental: los fluidos polares.

Estos fluidos, tanto en estado puro como formando parte de mezclas, presentan una rica

fenomenoloǵıa que puede ser modificada por la presencia del sustrato poroso. Además

de estudiar la influencia de la matriz sobre la estructura y la termodinámica del fluido,

se puede estudiar ahora su influencia sobre las propiedades dieléctricas del mismo. Esta
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influencia será mayor cuanto más importantes sean las interacciones electrostáticas

entre el fluido y la matriz. Por este motivo, será interesante estudiar matrices formadas

por part́ıculas cargadas, pero que conservan la neutralidad de la carga neta.

El hecho de considerar un sustrato poroso cargado no supone solamente un aumento

del grado de complejidad del sistema, sino un cambio esencial en el mismo. Las cargas

juegan un importante papel en los fenómenos de adsorción, presentes en muchas de

las técnicas de separación y análisis, entre ellas, la cromatograf́ıa de ĺıquidos. En esta

última, se hace pasar una solución por una columna constituida por un material poroso

en el que se espera que el soluto quede adsorbido. Una de las propiedades que se suele

aprovechar para favorecer este proceso de adsorción es la afinidad electrostática entre el

sustrato y el soluto. Por otra parte, puede ser de utilidad conocer la posible interacción

entre el eluyente (compuesto utilizado para extraer las part́ıculas adsorbidas en la

primera fase del proceso) y el sustrato, para optimizar la técnica.

Desde un punto de vista académico, en el ámbito de la Teoŕıa de Ecuaciones In-

tegrales, el modelo tiene un gran interés. Las escasas diferencias en la estructura y

termodinámica de un sistema parcialmente congelado y la mezcla equilibrada de los

mismos componentes, es una caracteŕıstica común a muchos de los modelos hasta aho-

ra estudiados [Ford et. al. (1995)]. Sin embargo, se espera que no ocurra lo mismo en

el caso de una especie dipolar y una especie cargada. El hecho de que las cargas no

puedan redistribuirse en presencia de las part́ıculas polares (efecto de apantallamiento

propio de las soluciones iónicas), debe verse reflejado en la distribución de las orien-

taciones relativas de los dipolos. De hecho, ya se ha observado una modificación en el

fenómeno de apantallamiento en el fluido en un sistema en el que las part́ıculas del

mismo son también esferas cargadas [Hribar et. al. (1997)]. Se espera que este efecto

provocado por la presencia de la matriz congelada sea aún más evidente en el caso del

fluido dipolar.

Por tanto, podŕıa decirse que el objetivo último de esta Tesis es el de estudiar

un modelo de fluido dipolar confinado en un medio poroso cargado. Hasta llegar a

cumplir dicho objetivo, se han realizado diversos trabajos, aumentado el grado de

complejidad de los sistemas a tratar, que han dado lugar a contribuciones por śı mismas

significativas.

Esta memoria de Tesis se ha dividido en tres partes, en un intento de exponer los
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contenidos con la mayor claridad. Si bien no se puede decir que las tres partes sean

independientes, śı parećıa clara un separación en bloques temáticos, diferentes, aunque

ı́ntimamente relacionados. Se sigue aśı el siguiente esquema

La Parte I, aborda la descripción de sistemas en equilibrio. En ella se exponen las

bases de la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales para fluidos simples y moleculares,

aśı como la manera de llevar a la práctica todo el formalismo (Caṕıtulo 2), y las

diferentes propiedades que se pueden calcular dentro de esta Teoŕıa en ambos

sistemas (Caṕıtulo 3).

La Ecuación Integral de Ornstein-Zernike no se puede resolver de manera exacta.

Se ha invertido un importante esfuerzo en el desarrollo de teoŕıas aproximadas que

permitan obtener descripciones precisas del sistema a analizar. Aśı, se han pro-

puesto aproximaciones cada vez más sofisticadas, con un mayor rango de validez

tanto en la escala de densidades y temperaturas, como en cuanto a los modelos

a los que se pueden aplicar. Una de las ĺıneas que se ha seguido en este sentido

está basada en el cumplimiento de las llamadas relaciones de consistencia entre

diferentes propiedades del sistema. El Caṕıtulo 4 está dedicado a este grupo, co-

nocido como teoŕıas autoconsistentes, y en concreto a una de ellas, la conocida

como relación ZSEP. En él se expone una de las contribuciones originales de esta

Tesis: la aplicación de la llamada aproximación ZSEP autoconsistente al modelo

de fluido de esferas interpenetrables.

Esta Parte se complementa con dos Apéndices. En el primero de ellos (Apéndice

A) se da una definición detallada de la función estrella, utilizada en el cálculo del

potencial qúımico. El segundo (Apéndice B) está dedicado a la demostración del

Teorema de Separación Cero, uno de los puntos centrales en el desarrollo de la

aproximación ZSEP.

Una segunda Parte de la Tesis está dedicada a sistemas parcialmente congelados.

Esta Parte está dividida en dos Caṕıtulos. En el primero de ellos (Caṕıtulo 5)

se presenta el método de la réplica aplicado al estudio de fluidos confinados

en medios porosos desordenados. Se hace también una revisión de la forma de

abordar estos sistemas mediante simulaciones numéricas, ya que los resultados

obtenidos a partir de esta última técnica, han servido a lo largo de todo el trabajo

como una referencia para las diferentes teoŕıas utilizadas.
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En este Caṕıtulo 5 aparecen además otros resultados originales de esta Tesis. El

primero de ellos es la aplicación de la aproximación ZSEP al fluido de esferas

duras confinado en una matriz de esferas duras. Con este estudio se persegúıan

dos objetivos diferentes, por una parte profundizar en el conocimiento del modelo,

hasta ahora estudiado únicamente mediante las aproximaciones más sencillas; por

otra, probar la flexibilidad de la aproximación ZSEP para adaptarse a la clase de

sistemas parcialmente congelados.

En la última Sección del Caṕıtulo se presenta la extensión del formalismo de la

réplica a fluidos y matrices porosas multicomponentes. Esta extensión ha dado

lugar al desarrollo de una Teoŕıa que posibilita el tratamiento de fluidos y matrices

polidispersas, que se presenta aqúı por completitud.

En el Caṕıtulo 6 se expone la extensión del formalismo de la réplica al estudio

de fluidos moleculares confinados, lo que podŕıa decirse que constituye un punto

de inflexión en el desarrollo de esta Tesis, ya que ha hecho posible la realización

del resto de los trabajos. El formalismo se validó mediante la aplicación al fluido

de moléculas diatómicas duras.

En la tercera y última Parte de la Tesis se consideran sistemas polares. En el

Caṕıtulo 7 se describe el comportamiento del fluido dipolar puro, de las mezclas

polares-no polares, y las soluciones iónicas.

Finalmente, en el Caṕıtulo 8 se recogen los resultados que se han obtenido al

resolver un modelo sencillo de fluido dipolar confinado en una matriz porosa

neutra (para estudiar exclusivamente los efectos del confinamiento y el desorden)

y en una matriz cargada. Se cumple aśı el objetivo mencionado de poder analizar

el efecto de confinar el fluido dipolar en una matriz cargada. Estos sistemas se

han comparado con las correspondientes mezclas equilibradas.

Las conclusiones más relevantes de esta Tesis se presentan en el Caṕıtulo 9.



Parte I

SISTEMAS EQUILIBRADOS:

RELACIONES DE CIERRE

AUTOCONSISTENTES





Caṕıtulo 2

TEORÍA DE ECUACIONES

INTEGRALES

En este Caṕıtulo, se pretende simplemente hacer una compilación de conceptos am-

pliamente conocidos de Mecánica Estad́ıstica de fluidos, y en concreto de la Teoŕıa de

Ecuaciones Integrales. No se presentan por tanto demostraciones ni desarrollos deta-

llados, sino que es más bien una descripción del contexto en el que se ha realizado este

trabajo de tesis. Asimismo, servirá para establecer la notación que se va a utilizar a lo

largo de toda la memoria.

2.1. Fundamentos

La Teoŕıa de Ecuaciones Integrales aparece en el contexto de la Mecánica Estad́ıstica

de fluidos como una herramienta eficaz en el estudio de la estructura de los mismos. Y lo

hace a través del conocimiento de las llamadas funciones de distribución, en general de

n part́ıculas. Estas, dan una idea de cómo se separa de una distribución completamente

aleatoria (gas ideal) la estructura de un fluido en el que sus part́ıculas interaccionan

mediante un cierto potencial. Más en concreto, la función de distribución de n part́ıcu-

las se interpreta como la probabilidad de encontrar una part́ıcula en la posición r1

con orientación Ω1, otra en la posición r2 con orientación Ω2, etc. simultáneamente e

independientemente de donde estén situadas las N − n part́ıculas restantes, respec-

to a la misma probabilidad en el caso del gas ideal (part́ıculas distribuidas al azar).
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Según esto, la función de distribución de un gas ideal gn
id(1,2, ...,n) = 1. Esta función

gn(1,2, ...,n) está directamente relacionada con la función densidad de probabilidad a

través de la igualdad:

g(n)(1,2, ...,n) = ρ(n)(1,2, ...,n)

/ n∏
i=1

ρ(1)(i) (2.1)

donde i = ri,Ωi, indica la posición y orientación de la part́ıcula i.

Cuando el fluido es homogéneo (todas las posiciones del mismo son equivalentes) e

isótropo (no existe ninguna dirección privilegiada), la función depende únicamente de

las posiciones relativas entre las part́ıculas, y no de las posiciones absolutas. Además,

ρ(1)(i) = ρ/Ω 1, es decir, la función densidad de probabilidad de una sola part́ıcula deja

de ser una función local y coincide con la densidad media del fluido.

En cuanto a los modelos de potenciales de interacción, los que aqúı se van a tratar,

son de tipo par, es decir, sólo se consideran interacciones entre pares de part́ıculas,

despreciando las contribuciones de 3, 4, ..., n cuerpos. De forma genérica serán funciones

de las posiciones y orientaciones de dos part́ıculas u(1,2). En el caso concreto de fluidos

homogéneos e isótropos puede escribirse u(r12,Ω1,Ω2), siendo r12 = r2 − r1.

Asimismo, para la mayor parte de los fluidos, es suficiente conocer la función de dis-

tribución de dos part́ıculas g(r12,Ω1,Ω2) para describir los aspectos más significativos

de su estructura (teoŕıas pares). Aśı se hará también a lo largo de todo este trabajo.

Por lo tanto, puede decirse que, una vez hechas estas restricciones, el objetivo

principal de la teoŕıa que se va a utilizar es el cálculo de la función de distribución par,

de un fluido homogéneo e isótropo compuesto por part́ıculas que interaccionan entre

śı a través de un cierto potencial, también par.

Para facilitar la notación, y dado que todo lo que se va a plantear en el resto

del Caṕıtulo va a estar referido a fluidos homogéneos e isótropos, se va a escribir la

dependencia en posiciones y orientaciones en la forma (12), aunque esto represente

realmente (r12,Ω1,Ω2).

A partir de la función de distribución par, se define la llamada función de correlación

1donde Ω = 4π para las moléculas lineales y Ω = 8π2 para las no lineales
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total, que no es más que

h(12) = g(12)− 1 (2.2)

es decir, la g(12) desplazada.

Para calcular la función de distribución par, se resuelve la ecuación integral de

Ornstein-Zernike, junto con la llamada relación de cierre. La ecuación OZ establece, en

el contexto de Ecuaciones Integrales, la definición de la función de correlación directa,

c(1,2) [Hansen y McDonald (1986)]

h(12) = c(12) + ρ

∫
d3h(13)c(32) (2.3)

En el marco de la Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT), la función de correlación

directa c(12) se define como la segunda derivada funcional del funcional enerǵıa libre

respecto a la densidad local. La ecuación OZ aparece entonces como una consecuencia

de esta definición y la de la función de distribución par en su ĺımite uniforme (ĺımite

de las teoŕıas no locales) [Evans (1979)].

Para resolver la ecuación OZ, se tiene que hacer uso de otra relación que es también

exacta, la relación de cierre [Hansen y McDonald (1986)]

h(12) = exp[ −βu(12) + h(12)− c(12) + b(12) ] (2.4)

donde, utilizando la notación anterior, u(12) es el potencial de interacción entre dos

part́ıculas y β = 1/kBT , siendo kB la constante de Boltzmann y T la temperatura.

Aparece además una nueva función b(12), llamada función puente. Es habitual encon-

trar la definición de la función puente de acuerdo a su desarrollo en diagramas [Hansen

y McDonald (1986)] que representan integrales de funciones de Mayer

b(12) =

∫
d3d4 f(13)f(34)f(42)f(14)f(32) (2.5)

+ ...

Sin embargo, también puede expresarse como una suma infinita de integrales en las

que aparecen funciones de correlación directa de órdenes superiores a dos, a saber

b(12) =
1

2!
ρ2

∫
d3d4 c134h32h42

+
1

3!
ρ3

∫
d3d4d5 c1345h32h42h52 (2.6)

+
1

4!
ρ4

∫
d3d4d5d6 c13456h32h42h52h62 + ...
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Esta es la forma habitual de encontrar la definición de la función puente en el

contexto de la Teoŕıa del Funcional de la Densidad [Iyetomi e Ichimaru (1983), Chihara

(1978)]. Escrita de esta manera, resulta más fácil dar una interpretación f́ısica a esta

función, como se comentará más adelante. Observando tanto la expresión (2.6) como

la (2.5), se comprende que no es posible conocer de manera exacta el valor de b(12).

Śı se conocen algunas de sus caracteŕısticas, por ejemplo se sabe que la función puente

es de corto alcance. También se acepta una universalidad en cuanto a su forma, debido

a la universalidad en general de la estructura de corto alcance [Rosenfeld y Ashcroft

(1979)], siempre que se trate de potenciales con caracteŕısticas geométricas similares.

Han sido muchas las propuestas para aproximar esta función, que han dado lugar

otras tantas teoŕıas. La más sencilla de todas es la conocida como HNC (hypernetted

chain), que consiste simplemente en despreciar la contribución de la función puente

bHNC = 0 (2.7)

La relación de cierre se reduce entonces a

h(12) + 1 = exp[ −βu(12) + h(12)− c(12) ] (2.8)

Aunque pueda parecer una aproximación demasiado drástica, lo cierto es que describe

con suficiente precisión la estructura de multitud de modelos de fluidos homogéneos,

especialmente aquellos en los que aparecen interacciones de largo alcance.

Otra aproximación muy utilizada por sus buenos resultados es la llamada aproxi-

mación de Percus-Yevick (PY), que se puede interpretar como una linearización de la

relación de cierre HNC (2.8)

h(12) + 1 = exp[ −βu(12) ](1 + h(12)− c(12)) (2.9)

Esta, proporciona además una solución anaĺıtica para el fluido de esferas duras

[Hansen y McDonald (1986)] que reproduce de manera exacta el segundo y tercer

coeficiente del virial. Para este mismo fluido, HNC da sin embargo peores resultados.

Puede decirse en general que la teoŕıa HNC es más precisa en la región de distancias

largas, mientras que PY reproduce mejor la estructura de distancias cortas entre las

part́ıculas. Por esta razón, en potenciales con interacciones de largo alcance, se espera

que HNC sea más eficaz, mientras que PY se hará relevante en potenciales fuertemente
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repulsivos. En el Caṕıtulo 4 se presentan otras aproximaciones más sofisticadas, las

llamadas relaciones de cierre o teoŕıas autoconsistentes.

Volviendo a la función de correlación total, es habitual descomponerla en dos su-

mandos

h(12) = c(12) + s(12) (2.10)

donde s(12) se denomina normalmente la función de correlación indirecta o función

serie. Intuitivamente, puede decirse que h(12) describe de manera global las correla-

ciones entre dos part́ıculas. Estas correlaciones se dan de forma directa entre estas dos

part́ıculas, debido a la interacción entre ellas, y también de forma indirecta, es decir,

mediadas por el resto de part́ıculas del sistema (aunque siempre a través de correlacio-

nes pares entre este resto de part́ıculas). Las primeras, quedan recogidas en la función

c(12), y las segundas, en s(12). Para visualizar esta idea, se puede expresar la ecuación

integral OZ de forma recursiva, obteniendo una suma infinita de integrales en la que

únicamente aparecen funciones de correlación directa de dos part́ıculas

h(12) = c(12)

+ ρ

∫
d3 c(13)c(32) (2.11)

+ ρ2

∫
d3d4 c(13)c(34)c(42)

+ ρ3

∫
d3d4d5 c(13)c(34)c(45)c(52) + ...

Puede utilizarse una representación diagramática para estas integrales, de la forma
c cc

1 2
+ .  .  .

c cc c

21

c cc

21
h(12) = 

1 2
+

c(12) s(12)

++

(2.12)

Cada diagrama representa un grupo de integrales correspondiente a uno de los suman-

dos del desarrollo (2.11). Los ćırculos blancos numerados corresponden a las coorde-

nadas no integradas y los enlaces, a funciones c(ij) dependientes de coordenadas sobre

las que śı se integra (ćırculos negros). Cada uno de estos últimos lleva además asociado

un factor ρ.

Según lo dicho, tanto la función de correlación indirecta como la función puente

recogen correlaciones indirectas entre dos part́ıculas, en el sentido de que en ambas
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participan el resto de part́ıculas del sistema. Sin embargo, existe una diferencia esencial

entre ellas: mientras que s(12) lo hace únicamente a través de correlaciones pares

(todas las funciones que aparecen en su definición son funciones de dos part́ıculas), en

la función puente están implicadas correlaciones de tres, cuatro, o más part́ıculas (como

se ve en la expresión (2.6)). En el Caṕıtulo 4, se discutirá la posibilidad de expresar la

función puente como un funcional de la función de correlación indirecta b[s(12)].

Todo lo dicho hasta ahora se ha referido a fluidos formados por part́ıculas idénticas

(un solo componente). La extensión de la teoŕıa a mezclas de varios componentes es

directa [Hansen y McDonald (1986)]. La ecuación OZ se convierte ahora en un sistema

de ecuaciones, una para cada una de las interacciones considerada. De forma genérica

se puede escribir una de estas ecuaciones, la correspondiente a la interacción entre el

componente α y el λ, como

hαλ(12) = cαλ(12) +
∑

ξ

ρξ

∫
d3 hαξ(13)cξλ(32) (2.13)

donde, como se ve, se ha introducido un sumatorio sobre todos los componentes en el

segundo sumando. Existirá de igual manera una relación de cierre para cada correlación

hαλ(12) = exp[ −βuαλ(12) + hαλ(12)− cαλ(12) + bαλ(12) ] (2.14)

Aśı, habrá que resolver ahora el sistema de ecuaciones (2.13) junto con las relaciones

(2.14).

Quedan aśı expuestos de una forma muy simplificada los puntos principales de la

Teoŕıa de Ecuaciones Integrales. En los dos siguientes apartados se va a particularizar

el formalismo a dos categoŕıas muy amplias de fluidos:

• aquellos en los que puede establecerse una simetŕıa esférica (fluidos simples)

• aquellos en los que hay que tratar de forma expĺıcita los grados de libertad orienta-

cionales (fluidos moleculares).

2.2. Fluidos simples

Se entiende por un fluido simple aquél formado por part́ıculas esféricas idénticas,

por lo que el tipo de potencial que rige las interacciones entre ellas es radial. Esta
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simetŕıa esférica permite hacer una serie de simplificaciones importantes respecto a la

teoŕıa general:

Las funciones que aparecen en todo el formalismo dependerán exclusivamente de

la distancia entre los centros de las dos part́ıculas. De forma genérica, f(12) =

f(r12). Aśı por ejemplo, la función de distribución par, pasa a llamarse función de

distribución radial. Puede interpretarse ahora como la probabilidad de, dada una

part́ıcula en el oŕıgen de coordenadas, encontrar otra a una distancia r de ella

(como siempre, respecto a la misma probabilidad en una distribución al azar).

Al no existir dependencia en las orientaciones de las part́ıculas, pueden hacerse de

forma trivial las integrales sobre los ángulos cuando aparezcan. Aśı, la ecuación

OZ y la relación de cierre se escribirán como

h(r12) = c(r12) + ρ

∫
dr3 h(r13)c(r32) (2.15)

h(r12) + 1 = exp[ −βu(r12) + h(r12)− c(r12) + b(r12) ] (2.16)

donde, como siempre rij = |rj − ri|.

Una forma habitual de resolver esta ecuación (2.15) es hacerlo en el espacio de Fourier,

donde la ecuación integral se convierte en algebraica. Con la notación habitual, f̃(k)

será la transformada de Fourier en tres dimensiones de f(r), definida como

f̃(k) =

∫
dr f(r)e−ikr (2.17)

La ecuación OZ en el espacio de Fourier adquiere la forma

h̃(k) = c̃(k) + ρh̃(k)c̃(k) (2.18)

de donde puede despejarse h̃(k)

h̃(k) =
c̃(k)

1− ρc̃(k)
(2.19)

En cuanto a los potenciales de interacción que pueden aparecer dentro de esta

categoŕıa, los más representativos son el potencial de esferas duras (HS) y el potencial
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de Lennard-Jones (LJ). El primero es un potencial puramente repulsivo y sirve como

paradigma de potencial de un fluido simple. Tiene la forma

uHS(r) =

{
∞ r ≤ σ

0 r > σ
(2.20)

siendo σ el diámetro de la part́ıcula. F́ısicamente, este potencial no hace más que

prohibir el solapamiento entre dos part́ıculas del sistema.

Respecto al potencial de Lennard-Jones, tiene una parte repulsiva de corto alcance

y un pozo atractivo, tendiendo a anularse a distancias largas. Su expresión es

uLJ(r) = 4ε

[ (
σ

r

)12

−
(
σ

r

)6 ]
(2.21)

donde σ es la distancia a la que el potencial se anula, pasando de repulsivo a atractivo

y ε es el valor de uLJ en el mı́nimo del pozo. Realmente, se conoce como Lennard-

Jones al grupo de potenciales con esta forma funcional, aun con otros exponentes en

el decaimiento de la función. Según esto, se denomina a esta forma concreta (2.21),

Lennard-Jones 12− 6. Se trata de un potencial más realista que el de esferas duras y

describe con precisión sistemas de gases nobles entre otros.

Finalmente, el formalismo extendido a mezclas aparece también de forma simplifi-

cada. El sistema de ecuaciones OZ en el espacio de Fourier puede expresarse ahora en

forma matricial

H̃(k) = C̃(k) + H̃(k) ρ C̃(k) (2.22)

donde, el elemento {αλ} de la matriz H̃(k) es la función h̃αλ(k). De forma equivalente,

el de la matriz C̃(k) es c̃αλ(k). Son por tanto matrices simétricas, ya que f̃αλ(k) =

f̃λα(k). En cuanto a ρ, se trata de una matriz diagonal cuyos únicos elementos no nulos

corresponden a las densidades parciales de cada componente ([ρ]αα = ρα = Nα/V ).

Es habitual también encontrar la ecuación (2.22) en función de la matriz Γ̃(k) =

H̃(k) − C̃(k) formada por las diferentes funciones de correlación indirecta [Γ̃]αλ(k) =

s̃αλ(k)

Γ̃(k) = [C̃(k) + Γ̃(k)]ρ C̃(k) (2.23)

Γ̃(k) = C̃(k) ρ C̃(k) [I− ρC̃(k)]−1 (2.24)

donde I es la matriz unidad.
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La utilización de esta forma de la ecuación OZ tiene la ventaja de eliminar la

necesidad de calcular la transformada de Fourier inversa de las funciones h̃αλ(k), lo

que en el caso de potenciales duros plantea importantes inestabilidades numéricas.

Para describir mezclas de fluidos simples pueden utilizarse modelos de varios com-

ponentes de esferas duras que se diferencien en sus tamaños, o interacciones LJ con

diferentes parámetros σ y ε. En esta categoŕıa entran también los fluidos cargados

(electrolitos, sales fundidas), sobre los que se incidirá en la última parte de la memoria,

dado que las peculiaridades del potencial de Coulomb introducen una problemática

diferente.

2.3. Fluidos moleculares

Por fluido molecular se entiende aquél en el que, porque aśı lo impone la geometŕıa

de las part́ıculas que lo componen, o lo que es lo mismo, aśı lo determina el tipo de

interacción entre ellas, aparecen grados de libertad orientacionales que hay que tratar

expĺıcitamente. Los sistemas que se van a considerar continúan siendo isótropos, pero

han dejado de serlo las part́ıculas que lo constituyen.

Entran en esta categoŕıa los modelos ISM (de centros de interacción), en los que se

supone que cada molécula está formada por dos o más part́ıculas esféricas separadas

una distancia L (elongación), no necesariamente superior al diámetro de cada una de

ellas. En concreto para moléculas diatómicas, un modelo muy utilizado es aquél en el

que cada molécula la forman dos esferas duras fusionadas (hard dumbell). Este modelo

se describirá con detalle en el Caṕıtulo 6.

También se consideran fluidos moleculares aquellos en los que a un potencial de

corto alcance radial se suman interacciones multipolares. A esta categoŕıa pertenece

por ejemplo un modelo común de fluido dipolar, en el que las part́ıculas son esferas

duras con un cierto vector momento dipolar m asociado a cada una de ellas. Las

interacciones entre dos de estas part́ıculas dependerán tanto de los módulos de los

vectores m1 y m2 como de la orientación relativa entre ambos. Este fue uno de los

primeros modelos utilizados en la descripción de un sistema de gran interés como es

el H2O. De nuevo este modelo de fluido dipolar se estudiará en detalle en la última

parte de la memoria (Caṕıtulo 7). En cuanto al formalismo, la manera más sencilla de

tratar expĺıcitamente los grados de libertad orientacionales es a través del desarrollo
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Figura 2.1: Representación esquemática de dos moléculas lineales referidas a un sistema de referencia
axial.

de las funciones en una base que forme un conjunto completo y ortogonal. Si no se

impone ninguna restricción, las interacciones (y por tanto, cualquiera de las funciones

de correlación implicadas) dependen de la distancia entre los centros de masas de dos

part́ıculas, y las orientaciones de cada una de ellas: f(r,Ω1,Ω2), siendo Ωi = (θi, φi, χi),

los tres ángulos de Euler. Blum y Torruella (1972) sentaron las bases teóricas del

tratamiento de este caso completamente general, utilizando como base para el desarrollo

de cada función el conjunto de invariantes rotacionales.

Sin embargo, cuando las part́ıculas tienen simetŕıa axial (grupos C∞v y D∞h) como

es el caso de las moléculas lineales y de las esferas dipolares, la dependencia en el tercer

ángulo de Euler desaparece. Se puede entonces utilizar la base ortogonal de armónicos

esféricos para hacer los desarrollos y todo el formalismo se simplifica de manera drástica

[Lado (1982a)]. Dado que es el utilizado en esta Tesis, este formalismo simplificado se

presenta a continuación.

Lo primero que se debe hacer para poder desarrollar las funciones en la base elegida,

es escoger un sistema de referencia adecuado. En principio, cada función dependerá,

además de la distancia entre los centros de las dos part́ıculas (r), de la orientación de

cada una de ellas (θ1, φ1 y θ2, φ2), determinada ahora por dos de los tres ángulos de

Euler. Para simplificar aún más esta dependencia, se puede elegir el llamado sistema

de referencia axial. Este viene determinado por la elección del Eje Z de coordenadas

como el eje de unión entre los centros de masas de las dos moléculas. Aśı, cada función

dependerá únicamente de r, θ1, θ2 y φ12 = φ1 − φ2. En la figura 2.1 se representan de

forma esquemática dos moléculas lineales en el sistema de referencia axial. Según esto,

el desarrollo en armónicos esféricos de una función genérica f(12) = f(r, θ1, θ2, φ12)
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tendrá la forma

f(12) = 4π
∞∑

l1,l2=0

lmin∑
m=−lmin

fl1l2m(r)Yl1m(ω1)Yl2m̄(ω2) (2.25)

donde se ha utilizado la siguiente notación

lmin = Mı́nimo(l1, l2) (2.26)

m̄ = −m (2.27)

ωi = (θi, φi) (2.28)

No siempre todos lo coeficientes de la serie (2.25) son independientes. Pueden existir

simetŕıas adicionales en el sistema, y éstas se reflejan en igualdades que coeficientes con

ciertos ı́ndices deben cumplir.

Al igual que en el caso de ĺıquidos simples, es deseable, para facilitar su resolución,

expresar la ecuación OZ en el espacio de Fourier

h̃(12) = c̃(12) +
ρ

4π

∫
dω3 h̃(13)c̃(32) (2.29)

Con un desarrollo formalmente equivalente al de la expresión (2.25), ahora en el

espacio de Fourier, para cada función

f̃(12) = 4π
∞∑

l1,l2=0

lmin∑
m=−lmin

f̃l1l2m(k)Yl1m(ω′1)Yl2m̄(ω′2), (2.30)

la ecuación OZ se separa en un sistema de ecuaciones, una para cada coeficiente.

Sustituyendo los desarrollos de s̃(12) y c̃(12) en la ecuación (2.29), y teniendo en cuenta

las propiedades de ortogonalidad de los armónicos esféricos [Abramowitz y Stegun

(1964)], se obtiene

4π
∑
l1l2m

h̃l1l2m(k)Yl1m(ω′1)Yl2m̄(ω′2) = 4π
∑
l1l2m

c̃l1l2m(k)Yl1m(ω′1)Yl2m̄(ω′2) (2.31)

+ 4πρ
∑

l1l2l3m

(−1)mh̃l1l3m(k)c̃l3l2m(k)Yl1m(ω′1)Yl2m̄(ω′2)

de donde, igualando término a término, se llega al conjunto de ecuaciones OZ mencio-

nado

h̃l1l2m(k) = c̃l1l2m(k) + ρ
∑

l1l2l3m

(−1)mh̃l1l3m(k) c̃l3l2m(k) (2.32)
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Para cada valor del número cuántico m, se pueden agrupar los coeficientes de cada

función en una matriz de rango infinito [F̃m(k)]l1l2 = f̃l1l2m(k), con l1, l2 ≥ m. De este

modo, el sistema de ecuaciones (2.32) se puede expresar como un sistema de ecuaciones

matriciales, una para cada valor de m

H̃m(k) = C̃m(k) + (−1)mH̃m(k) ρC̃m(k) (2.33)

donde ρ es un escalar. También aqúı es común encontrar esta ecuación en función de

una matriz Γ̃m(k) = H̃m(k)− C̃m(k), obteniéndose

Γ̃m(k) = (−1)m[I− (−1)mρC̃m(k)] C̃m(k) ρC̃m(k) (2.34)

En cuanto a la relación de cierre, habrá que calcular de manera expĺıcita los coefi-

cientes del desarrollo en armónicos esféricos de la exponencial que en ella aparece. Sólo

entonces puede separarse en un conjunto de relaciones, una para cada coeficiente

hl1 l2 m(r) + δl1l2m,000 =< e [−βu(12)+h(12)−c(12)+b(12)]|l1l2m > (2.35)

donde se ha utilizado la notación < ...|l1l2m > para designar la proyección sobre los

armónicos esféricos correspondientes

< ...|l1l2m >=
1

4π

∫ ∫
d(ω1)d(ω2) ...Y

?
l1m(ω1)Yl2m(ω2) (2.36)

Aśı, el sistema de ecuaciones matriciales OZ (2.34) puede ya resolverse junto con

el conjunto de relaciones de cierre (2.35). Sin embargo, a la hora de hacerlo hay que

tener en cuenta los siguientes detalles:

El sistema de ecuaciones visto está formado por matrices de rango infinito.

Los desarrollos de funciones en el espacio real han sido realizados en el sistema de

referencia axial (ecuación (2.25)). Sin embargo, para las funciones en el espacio

de Fourier, se ha utilizado un sistema de referencia diferente, en el que el Eje Z

coincide ahora con la dirección del vector k (sistema de referencia k).

En cuanto al primer punto, está claro que en la práctica, habrá que truncar los

desarrollos en algún término, convirtiéndolos en finitos. De este modo, también las
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matrices se hacen de rango finito y el sistema puede resolverse numéricamente. El

truncar el desarrollo supone realmente fijar un valor máximo del número cuántico

m (mmax). De este modo, las matrices F̃m(k) tendrán rango mmax − m + 1. Se ha

comprobado por ejemplo al estudiar un modelo de moléculas diatómicas lineales con

elongaciones moderadas [Lado (1982b)], que truncando el desarrollo en orden 4, se

comete un error suficientemente pequeño. En este caso, habrá que resolver un sistema

de 5 ecuaciones matriciales (para m = 0, 1, 2, 3, 4), con matrices de rango 5, 4, 3, 2, 1

respectivamente.

El segundo punto mencionado es más delicado y requiere una especial atención.

Formalmente, la utilización del sistema k en el espacio de Fourier es muy ventajoso

para desacoplar la ecuación OZ en coeficientes. Sin embargo, trae consigo otras com-

plicaciones. Debido al cambio de sistema de referencia, no va a cumplirse en general

que los coeficientes f̃l1l2m(k) sean la transformada de Fourier de los fl1l2m(r).

Para ver la relación entre ellos, habrá que hacer coincidir ambos sistemas de refe-

rencia antes de realizar la transformación al espacio de Fourier. Aśı, se habrá de aplicar

una rotación [Edmonds (1960)] al sistema axial, utilizado en el espacio real, hasta ha-

cerlo coincidir con el sistema k, utilizado en el espacio de Fourier. Tras esta operación,

los nuevos coeficientes (en el espacio real, pero referidos al sistema k) f(r; l1l2l), se

pueden escribir en función de los antiguos2 [Lado (1982a)] en la forma

f(r; l1l2l) =

(
4π

2l + 1

)1/2 lmin∑
m=−lmin

< l1ml2m̄|l1l2l0 > fl1l2m(r) (2.37)

donde, < l1ml2m̄|l1l2l0 > es el coeficiente de Clebsch-Gordan correspondiente. Los

números cuánticos asociados a la rotación que hace coincidir ambos sistemas de refe-

rencia son l, que toma valores entre |l1 − l2| y l1 + l2 y M = m+ m̄ = 0. Una vez en el

sistema k, es momento de hacer la transformada de Fourier, obteniendo como resultado

2Se trata simplemente de expresar el momento angular de dos part́ıculas descrito por los números
cuánticos {li,mi} en términos del momento angular total l. Hay que recordar que el operador L2

conmuta con l21 y l22, pero no con l1z y l2z.
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f̃(12) = 4π
∑
l1l2m

[∑
l

< l1ml2m̄|l1l2l0 >
(

4π

2l + 1

)1/2

× 4πil
∫ ∞

0

drr2f(r; l1l2l)jl(kr)

]
Yl1m(ω′1)Yl2m̄(ω′2) (2.38)

En esta expresión, jl(kr) es la función esférica de Bessel de orden l [Abramowitz

y Stegun (1964)]. Extrayéndolos de esta expresión, los coeficientes en el espacio de

Fourier

f̃(k; l1l2l) = 4πil
∫ ∞

0

dr r2f(r; l1l2l)jl(kr) (2.39)

Por último, identificando término a término las expresiones (2.30) y (2.38), se llega a

la relación que se buscaba

f̃l1l2m(k) =
∑

l

< l1ml2m̄|l1l2l0 >
(

4π

2l + 1

)1/2

f(k; l1l2l) (2.40)

Del mismo modo, e invirtiendo todo el proceso, una vez conocidas las funciones en

el espacio de Fourier y en el sistema k, se podrán conocer las correspondientes funciones

en el espacio real y en el sistema axial.

Finalmente, hay que señalar que otra base muy utilizada en este contexto es la de

los invariantes rotacionales, que, en el caso particular de existir simetŕıa axial, pueden

escribirse como productos de armónicos esféricos. Los coeficientes de este desarrollo

(f l1l2l(r)) se relacionan con los aqúı presentados a través de la expresión

f(r; l1l2l) = (−1)l

(
l1 l2 l

0 0 0

)
m!

[(2l1 + 1)(2l2 + 1)(2l + 1)]1/2f l1l2l(r) (2.41)

siendo

(
l1 l2 l

0 0 0

)
el śımbolo 3j correspondiente.

Una vez vista esta conexión entre ambos espacios y ambos sistemas de referencia, se

puede proceder a resolver el conjunto de ecuaciones OZ junto con la relación de cierre

correspondiente.
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La extensión de este formalismo a mezclas de N componentes toma como punto de

partida la ecuación matricial (2.23). Habrá ahora que desarrollar los elementos de cada

matriz en armónicos esféricos, convirtiéndose a su vez en submatrices de coeficientes,

como en el caso simple. Hay que tener en cuenta para ello el tipo de componente de

que se trate (esférico o no), ya que los desarrollos son entonces diferentes. Aśı, los

desarrollos correspondientes a interacciones entre componentes esféricos se limitan al

primer término 000, siendo la submatriz correspondiente de orden 1. Por otro lado,

las interacciones tipo esférico-no esférico únicamente tienen términos con m = 0 en su

desarrollo.

En concreto, en el caso de una mezcla binaria de un componente esférico (a) y

otro no esférico (b) las matrices correspondientes a m = 0 quedaŕıan organizadas del

siguiente modo

F̃0(k) =


f̃aa

000(k) f̃ab
000(k) f̃ab

010(k) f̃ab
020(k) . . .

f̃ ba
000(k) f̃ bb

000(k) f̃ bb
010(k) f̃ bb

020(k) . . .

f̃ ba
100(k) f̃ bb

100(k) f̃ bb
110(k) f̃ bb

120(k) . . .

f̃ ba
200(k) f̃ bb

200(k) f̃ bb
210(k) f̃ bb

220(k) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

 (2.42)

El resto de matrices (m = 1, 2, ...) tendŕıan únicamente elementos correspondientes

a interacciones tipo bb.

Desde un punto de vista práctico, hay que tener presente que estas matrices son

hermı́ticas. Esta propiedad se deduce de las relaciones de simetŕıa entre los ı́ndices

del desarrollo, de la simetŕıa de las interacciones a − b, b − a, y de la relación (2.39).

Además, como se verá más adelante, sus valores propios tienen significado f́ısico.

2.4. Resolución numérica de la ecuación OZ

La resolución numérica de la ecuación OZ suele realizarse en el espacio de Fourier,

junto con la relación de cierre elegida. La variable espacial r se hace discreta, utilizando

un número N de puntos habitualmente equiespaciados, de forma que ri = i∆r.

El esquema general de esta resolución es el de un método iterativo (método de

Picard), que se resume en la figura 2.2. En ella se han utilizado las abreviaturas RC,

representando el paso por la relación de cierre y TF, denotando la transformada de
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comparar TF

s(r)
RC

c(r)
TF

c(k)
OZ

s(k)

s(r)

Figura 2.2: Esquema general de la resolución numérica de una ecuación OZ con una relación de cierre
cualquiera.

Fourier. Una vez hecha la comparación entre la función de entrada y de salida, se decide

si el proceso ha convergido (la diferencia entre ambas es inferior a un cierto error) o

no.

2.4.1. Fluidos simples

En el caso de fluidos simples, este esquema es inmediato, teniendo que resolver

directamente la ecuación (2.19), expresada en función de s̃(k). Lo mismo ocurre con su

equivalente matricial (2.23) para fluidos multicomponentes.

Además, se utilizan algoritmos que estabilizan y aceleran la convergencia del méto-

do. Uno de los más utilizados es el método de Broyles [Broyles (1960)], basado en la

mezcla de soluciones anteriores para construir la nueva. Este puede a su vez acelerarse

mediante el método Ng [Ng (1974)], que se detalla a continuación por ser el utilizado

en la resolución de la mayor parte del trabajo de esta Tesis. Este método utiliza tres

soluciones sucesivas de la función (si(rj), si+1(rj) y si+2(rj), para cada punto rj) para

construir la correspondiente a la nueva iteración (si+3(r)) mediante la relación

si+3(rj) = si+2(rj) + b1(si+1(rj)− si+2(rj)) + b2(si(rj)− si+2(rj)) (2.43)

Los parámetros de la mezcla b1 y b2 se construyen a partir de los errores

δs
(0)
i =

∑
j

[ si+2(rj)− si+1(rj) ]2

δs
(1)
i =

∑
j

[ si+2(rj)− si+1(rj) ][ si+1(rj)− si(rj) ] (2.44)

δs
(2)
i =

∑
j

[ si+2(rj)− si+1(rj) ][ si(rj)− si−1(rj) ]
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utilizando las expresiones

b1 =

∣∣∣∣∣ δ01 δ12

δ02 δ22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ δ11 δ12

δ12 δ22

∣∣∣∣∣
b2 =

∣∣∣∣∣ δ11 δ01

δ12 δ02

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ δ11 δ12

δ12 δ22

∣∣∣∣∣
(2.45)

siendo

δ01 = δs
(0)
i − δs

(1)
i δ02 = δs

(0)
i − δs

(2)
i (2.46)

δ11 = δs
(0)
i − 2δs

(1)
i δs

(1)
i−1 δ22 = δs

(0)
i − 2δs

(2)
i δs

(2)
i−1 (2.47)

δ12 = δs
(0)
i − δs

(1)
i δs

(2)
i − δs

(2)
i−1 (2.48)

Hay que señalar que para la segunda iteración se considera b1 = δ01/δ11 y b2 = 0. En

el caso de mezclas, el esquema Ng se mantiene para cada sαλ(rj), extendiendo ahora

los sumatorios de las expresiones (2.44) a todas las especies de la mezcla.

Existen otros métodos, tipo Newton-Raphson, también con sus variantes, como la

sugerida por Lab́ık et al. (1985) (LVM). Un método que ha resultado muy potente es el

algoritmo general de minimización del resto (GMRES) [Fries y Cosnard (1987); Saad

y Schultz (1986,1993)], que es aplicable a cualquier ecuación del tipo F [x] = 0, siendo

F un operador completamente general.

En todos estos métodos hay que realizar, como se ha dicho, la transformada de Fou-

rier numérica de las funciones de correlación indirecta. Estas se computan mediante un

algoritmo de transformada rápida (fast Fourier transform (FFT) [Press et al. (1992)]).

2.4.2. Fluidos moleculares

En el caso de fluidos moleculares, ha de resolverse el conjunto de ecuaciones ma-

triciales (2.34). El rango de cada ecuación dependerá del mmax para el que se haya

truncado el desarrollo, siendo en general mmax −m + 1. Todo el proceso de la figura

2.2 se complica en el cálculo de la transformada de Fourier de los coeficientes. Por un

lado, hay que tener en cuenta el cambio del sistema axial al sistema k. Por otro, la

transformación es ahora de Hankel.

El esquema general debe ahora descomponerse en varios pasos intermedios. En el

caso de moléculas con simetŕıa axial [Lado (1982a)]
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1. sl1l2m(r): Se propone una solución inicial para los coeficientes de la función de

correlación indirecta

2. cl1l2m(r): Mediante la relación de cierre, se calculan los coeficientes de la función

de correlación directa:

cl1l2m(r) = hl1l2m(r)− sl1l2m(r) (2.49)

donde los coeficientes hl1l2m(r) se obtienen de la proyección sobre los armónicos

esféricos correspondientes de la exponencial que aparece en la relación de cierre

(ecuaciones (2.35) y (2.36)). Para calcularlos, se tiene que reconstruir la función

s(12), y esto se hace a través de la expresión

s(12) =
mmax∑
m=0

mmax∑
l1,l2=m

sl1l2m(r)Pl1m(cos θ1)Pl2m(cos θ2)(−1)mαmTm(cosφ12) (2.50)

donde, αm toma valor 1 para m = 0 y 2 para m > 0, teniendo en cuenta la

simetŕıa del sistema. Plm se relaciona con las funciones de Legendre asociadas

mediante

Plm(cos θ) =

[
(2l + 1)(l −m)!

(l +m)!

]1/2

Pm
l (cos θ) (2.51)

Finalmente, Tm((cosφ12) es el polinomio de Chebyshev de orden m.

3. c(r; l1l2l): Se cambia del sistema axial al sistema k

c(r; l1l2l) =

(
4π

2l + 1

)1/2 lmin∑
m=−lmin

< l1ml2m̄|l1l2l0 > cl1l2m(r) (2.52)

4. c̃(k; l1l2l): Se realiza la transformada de Fourier. Este punto requiere a su vez

varios pasos en el cálculo numérico. El cálculo numérico de la integral de la

expresión (2.39), que implica la función esférica de Bessel de orden l, ha de

realizarse sobre los puntos {xi} tales que jl(xi) = 0, i = 0, 1, ..., l (ceros de la

función) para garantizar la ortogonalidad. Al no ser éstos equidistantes, no es

posible aplicar métodos tipo FFT, por lo que el coste computacional seŕıa muy

elevado. Por ello lo que se hace es aprovechar las relaciones de recurrencia por

las que se generan las funciones jl a partir otras de orden inferior [Abramowitz y

Stegun (1964)]. De este modo, puede reducirse el cálculo al de una integral que

implique una función esférica de Bessel de orden 0 (si el orden de partida l es par)
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u orden 1 (si l es impar), de manera que las transformadas de Hankel se reducen a

transformadas de Fourier de seno o coseno respectivamente. Este proceso, que se

conoce como de subida o bajada de ı́ndices [Lado (1982a)] se realiza de la siguiente

manera

bajada de ı́ndices: cν(r; l1l2l): Partiendo del coeficiente c(r; l1l2l), l > 1 se

reduce a otro de orden ν = 0, 1 para l par o impar respectivamente, mediante

la relación recursiva

cn−2(r; l1l2l) = cn(r; l1l2l)− (2n− 1)rn−1

∫ ∞

r

dx
cn(x; l1l2l)

xn−1
(2.53)

c̃(k; l1l2l): Se realiza la transformada de

c̃(k; l1l2l) = 4πiν
∫ ∞

0

dr r2cν(r; l1l2l)jν(kr) (2.54)

5. c̃l1l2l(k): Se calculan los coeficientes con los que se ha construido la ecuación

matricial OZ, a partir de los ya calculados

c̃l1l2l(k) =

l1+l2∑
l=|l1−l2|

(
4π

2l + 1

)1/2

< l1ml2m̄|l1l2l0 > c̃(k; l1l2m) (2.55)

6. s̃l1l2l(k): De la ecuación OZ, se obtienen los nuevos coeficientes de la función de

correlación indirecta.

Γ̃m(k) = (−1)m[I− (−1)mρC̃m(k)] C̃m(k) ρC̃m(k) (2.56)

7. s̃(k; l1l2l): Invirtiendo el proceso,

s̃(k; l1l2l) =

(
4π

2l + 1

)1/2 lmin∑
m=−lmin

< l1ml2m̄|l1l2l0 > s̃l1l2m(k) (2.57)

8. s̃(r; l1l2l): Se calcula la transformada de Fourier inversa sobre los coeficientes,

obteniendo sν(r; l1l2l). Habrá que realizar posteriormente la subida de ı́ndices

Las transformadas inversas se calculan mediante la función jν(kr), con ν =

0, 1

sν(r; l1l2l) =
(−i)ν

2π2

∫ ∞

0

dk k2s̃(k; l1l2l)jν(kr) (2.58)
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Subida de ı́ndices, s(r; l1l2l): Para calcular los coeficientes de orden l > 1

s(r; l1l2l) = sn−2(r; l1l2l)−
2n− 1

rn+1

∫ r

0

dx xnsn−2(x; l1l2l) (2.59)

9. sl1l2l(r): Se vuelve a pasar al sistema axial para comparar con la solución inicial

propuesta

sl1l2l(r) =

l1+l2∑
l=|l1−l2|

< l1ml2m̄|l1l2l0 >
(

4π

2l + 1

)1/2

s(r; l1l2m) (2.60)

Esto completaŕıa una iteración. Hay que prestar una especial atención en cuanto

al coste computacional del cálculo de la integral triple del punto 2. Para ello, por

un lado, se reconstruye la función de correlación indirecta a partir de los coeficientes

evaluados en los N puntos espaciales correspondientes a la variable r y en NG puntos

para las variables angulares θ1, θ2 y φ12. Estos se eligen como los correspondientes a las

ráıces de los polinomios de Legendre Plm(cos θ1), para los ángulos θ1, θ2, y Chebyshev

Tm(cosφ12), para la variable φ12. La integral se calcula mediante la cuadratura de

Gauss-Legendre respecto a las variables θ1, θ2 y de Gauss-Chebyshev respecto a la

variable φ12, también utilizando los NG puntos escogidos anteriormente.

Para optimizar estos cálculos, se procede de diferente manera según la región de la

variable r. Aśı, se define un rcore, por debajo del cual se considera que la función de

distribución par es nula. Una siguiente región rcore < r < rlimit, es la que requerirá un

mayor número de puntos en la integración por cuadratura de Gauss, ya que en ésta,

la función de distribución tiene una mayor estructura. Por encima de este rlimit, puede

utilizarse la mitad de puntos para realizar las integraciones angulares. Finalmente, para

distancias superiores a un cierto radio de corte rcut, puede hacerse una importante

simplificación, linearizando la relación de cierre de la forma

cl1l2m(r) = (h000(r)− 1)[ −βul1l2m(r) + hl1l2m(r)− cl1l2m(r) + bl1l2m(r) ] (2.61)

Mediante este proceso, se han llegado a realizar cálculos con N = 8192, NG = 40

para la región rcore < r < rlimit y NG = 20 para valores superiores a rcore. Los valores

de rcore, rlimit y rcut son estrictamente dependientes de la forma y alcance del potencial

de interacción.



Caṕıtulo 3

PROPIEDADES DE LOS

SISTEMAS EQUILIBRADOS

Se ha visto en el Caṕıtulo anterior cómo determinar la estructura microscópica de

un ĺıquido a través de la función de distribución g(12) y las funciones de correlación

relacionadas con ella. Además del conocimiento de la estructura, es interesante ver cómo

ésta está conectada con las magnitudes macroscópicas del sistema y con magnitudes

medibles de forma experimental. El estudio de esta conexión es el objetivo del presente

Caṕıtulo.

En una primera parte, se verán las expresiones generales para calcular propiedades

termodinámicas a partir de las funciones de correlación. Estas expresiones generales se

pueden tanto particularizar al caso de fluidos de un solo componente con y sin simetŕıa

esférica, como extenderlas a fluidos multicomponentes (de nuevo con y sin simetŕıa

esférica).

En un segundo apartado del Caṕıtulo, se analiza el factor de estructura en un fluido

simple y sus equivalentes en mezclas.

Por último, se dedica un apartado a presentar ciertas relaciones entre las diferentes

propiedades termodinámicas y también estructurales, que serán de gran relevancia a la

hora de evaluar la calidad de una aproximación en el contexto de la teoŕıa de ecuaciones

integrales.



32 PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS EQUILIBRADOS

3.1. Propiedades termodinámicas

Las propiedades termodinámicas en las que se ha centrado el estudio a lo largo de

esta Tesis para diferentes sistemas han sido:

• la presión

• la compresibilidad isoterma

• la enerǵıa interna

• el potencial qúımico

Todas ellas pueden determinarse mediante expresiones relativamente sencillas una

vez conocida la estructura del sistema. Aśı, se tiene:

1. La presión: la ecuación del virial puede expresarse como [Hansen y McDonald

(1986)]

βP = ρ− βρ2

6

∫
d1d2 [g(12) (r12 · ∇u(12))] (3.1)

En esta expresión, β = kBT , siendo kB y T , la constante de Boltzmann y la

temperatura respectivamente y ρ = N/V es la densidad numérica del sistema.

Las integrales se realizan sobre las coordenadas 1 y 2 que representan tanto los

grados de libertad translacionales (r) como orientacionales (ω). Las integrales

sobre estos últimos están normalizadas por la integral del elemento de volumen

correspondiente, Ω.

2. La compresibilidad isoterma : esta magnitud está relacionada con las fluc-

tuaciones en el número de part́ıculas del sistema y aunque se incluye en este

apartado de magnitudes termodinámicas, se podŕıa también tratar como una

función respuesta del sistema a una variación de la presión. En sistemas de un

solo componente, puede calcularse mediante la llamada ecuación de la compresi-

bilidad [Hansen y McDonald (1986)](
∂βP

∂ρ

)−1

=
ρχT

β
= 1 + ρ

∫
d1d2 [g(12)− 1] (3.2)

3. La enerǵıa interna: puede expresarse como suma de dos términos

U = U id + U ex (3.3)
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El primer sumando (U id), correspondeŕıa a la enerǵıa interna de un sistema en

el que las part́ıculas no interaccionan entre śı (un gas ideal), y por tanto, en un

sistema monoatómico, U id = 3
2β
N . En cuanto al segundo término (U ex), recoge

las contribuciones a la enerǵıa interna debidas a la interacción entre las part́ıculas.

Puede expresarse mediante el promedio en el colectivo del potencial de interacción

U ex =
N2

2V

∫
d1d2 u(12)g(12) (3.4)

4. El potencial qúımico: se ha invertido una parte importante de este trabajo de

Tesis en el cálculo de esta magnitud y en deducir las expresiones que lo determinan

para los diferentes sistemas tratados. Por ello, es importante analizar de forma

un poco más detallada cómo y por qué surge la expresión general deducida por

Lee en el año 1992 [Lee (1992)] que ha servido de punto de partida.

El potencial qúımico da una idea del trabajo que hay que realizar para insertar

una nueva part́ıcula en el fluido que se está estudiando. La forma de calcular

este trabajo o enerǵıa fue propuesta por Kirkwood ya en el año 1935 [Kirkwood

(1935) y Kirkwood (1936)]. La ecuación de Kirkwood se basa en la llamada

técnica de carga, que consiste en ir activando gradualmente las interacciones entre

las part́ıculas del sistema. Esto puede hacerse acoplando una part́ıcula (part́ıcula

prueba) a las N−1 restantes que forman el sistema. Siguiendo esta idea, se define

un parámetro de acoplamiento λ que toma valor 0 cuando la part́ıcula prueba

no aparece en el sistema, y valor 1 cuando se encuentra completamente acoplada

al mismo. Siendo u(r;λ) el potencial de interacción par, el potencial qúımico se

calcula como

βµ = βµid + βµex (3.5)

donde

βµid = − log ρΛ3 (3.6)

βµex = ρ

∫ 1

0

dλ

∫
d1d2

∂u(12;λ)

∂λ
g(12;λ) (3.7)

Al aplicar esta expresión aparece un problema claro: hay que conocer la función

de distribución radial g(12;λ) para diferentes valores de λ, es decir, para estados

intermedios de acoplamiento de la part́ıcula prueba.
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Para evitar este problema, Lee [Lee (1992)] dedujo una nueva expresión para

calcular el potencial qúımico del sistema a partir únicamente de las funciones

de correlación de equilibrio del estado termodinámico que se desea estudiar. El

punto de partida de su desarrollo es la definición del potencial qúımico en el

colectivo macrocanónico, suponiendo un sistema de (N − 1) part́ıculas expuesto

a un potencial externo creado por una part́ıcula prueba. El demuestra que el

potencial qúımico de exceso puede expresarse entonces como

βµex = ρ

∫
d1d2 [ s(12) + b(12)− h(12) +

1

2
h(12)s(12) + h(12)b(12) ]− S∗

= ρ

∫
d1d2 [ −c(12) + b(12)(h(12) + 1) +

1

2
h(12)s(12) ]− S∗ (3.8)

donde aparecen las funciones de correlación total h(12), directa c(12) e indirecta

s(12) y la función puente b(12) . El último término (S∗) se conoce como función

estrella. El origen de su definición y su forma exacta están descritos en el Apéndice

A.

Lee propone una estimación para la función estrella que es la que se ha utilizado

en todos los cálculos que se presentan en esta Tesis. Bajo la suposición de que la

función puente es un funcional único de la función de correlación indirecta b[s],

la función estrella puede aproximarse del siguiente modo

S∗ ≈ ρ

∫
d1d2

h(12)

s(12)

∫ s

0

ds̄ b[ s̄ ] (3.9)

Aśı, será posible calcular el último sumando de la expresión del potencial qúımico

siempre y cuando se adopte una forma funcional b[s].

Hasta aqúı se han visto las expresiones generales que permiten calcular las magni-

tudes termodinámicas mencionadas inicialmente. Sin embargo, cuando se estudia un

sistema concreto, pueden aprovecharse las propiedades de simetŕıa del mismo para

simplificarlas. Este es el caso de los fluidos simples, en el que tanto el potencial de

interacción como las funciones de correlación dependen exclusivamente de la distancia

entre part́ıculas (r). Esto hace que las integrales sobre los ángulos puedan realizarse de

forma trivial.

En el caso de sistemas en los que haya que tratar de forma expĺıcita los grados de

libertad orientacionales, se recurrirá de nuevo al desarrollo de las funciones en armóni-

cos esféricos (Caṕıtulo 2). Aqúı podrán aprovecharse las propiedades de ortogonalidad
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de los mismos para calcular las integrales sobre ángulos. De este modo, todas las mag-

nitudes aparecen únicamente como integrales (radiales) de coeficientes o productos de

coeficientes del desarrollo en armónicos esféricos de las diferentes funciones de correla-

ción.

En la tabla 3.1 se recogen las expresiones de las cuatro magnitudes termodinámicas

tratadas, particularizadas para fluidos simples y moleculares.

Lo visto anteriormente para la presión, la enerǵıa interna y el potencial qúımico,

puede extenderse al caso de fluidos formados por varios componentes. Como es usual

en este caso, las expresiones se generalizan añadiendo un sumatorio sobre las especies

que tiene en cuenta todas las interacciones posibles entre ellas. De hecho, basta con

aplicar el truco de Onsager y considerar la naturaleza qúımica de las part́ıculas como

un grado de libertad discreto adicional para poder generalizar aśı todo el formalismo

de la Teoŕıa de Fluidos monoatómicos al caso de mezclas.

El cálculo de la compresibilidad isoterma en sistemas multicomponentes requiere

la generalización del teorema de fluctuaciones. Esta generalización la llevaron a cabo

Kirkwood y Buff ya en el año 1951 [Kirkwood y Buff (1951)], llegando a una expresión

aplicable a sistemas con grados de libertad tanto translacionales como orientacionales.

∫
dr hαλ(r) = V

< NαNλ > − < Nα >< Nλ >

< Nα >< Nλ >
− V

δαλ

< Nα >
(3.10)

donde,Nα es el número de part́ıculas de la especie α, de forma que< Nα > /V = ρα.

La relación más directa entre estas fluctuaciones y alguna propiedad termodinámica es

la que se establece con el potencial qúımico

< NαNλ > − < Nα >< Nλ >= |A|αλ/|A| (3.11)

Aαλ = (1/kBT )(∂µα/∂Nλ)T,V,Nγ (3.12)

donde |A|αλ representa el cofactor de Aαλ y |A| = |Aαλ|. Además se sabe que

(1/kBT )(∂µα/∂Nλ)T,V,Nγ = |B|αλ/(V |B|) (3.13)

Bαλ = ραδαλ + ραρλ

∫
dr hαλ(r) (3.14)
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Para el cálculo de la compresibilidad isoterma, se utilizan además las relaciones

∑
α

Nα(
∂µα

∂Nβ

)T,P,Nγ = 0 (3.15)

(V/kBT )(∂µα/∂Nβ)T,V,Nγ = (∂µα/∂Nβ)T,P,Nγ + v̄αv̄β/(χTV ) (3.16)

En la ecuación (3.16), v̄α es el volumen molar parcial por molécula de la especie α

y χT , en la notación usual, la compresibilidad isoterma.

Manipulando todas estas relaciones, se llega al resultado final

χTkBT = |B|/
∑
α,λ

ραρλ|B|αλ (3.17)

En la tabla 3.2 se recogen las expresiones equivalentes a las de la tabla 3.1 en el caso

de mezclas. Cuando se trata un sistema concreto, cada expresión adquirirá una forma

particular, en ocasiones más sencilla, de acuerdo a las caracteŕısticas del potencial que

rija las interacciones entre las part́ıculas. Esto se irá viendo a lo largo de esta memoria

para los diferentes sistemas que se han estudiado.
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Tabla 3.1: Propiedades termodinámicas en fluidos de un solo componente.

FLUIDO SIMPLE FLUIDO MOLECULAR

βP ρ− 2π
3
βρ2

∫∞
0
drr3 du(r)

dr
g(r) ρ− 2π

3
βρ2

∑
l1l2m

∫∞
0
drr3 dul1l2m(r)

dr
gl1l2m(r)

ρχT

β
1 + 4πρ

∫∞
0
drr2[g(r)− 1] 1 + 4πρ

∫∞
0
drr2[g000(r)− 1]

Uex

N
2πρ

∫∞
0
drr2u(r)g(r) 2πρ

∫∞
0
drr2

∑
l1l2m

ul1l2m(r)gl1l2m(r)

βµex 4πρ
∫∞

0
drr2[−c(r) + 1

2
h(r)s(r) 4πρ

∫∞
0
drr2[−c000(r) + 1

2

∑
l1l2m

hl1l2m(r)sl1l2m(r)]

+(h(r) + 1)b(r)]− S∗ +ρ
∫
d1d2(h(12) + 1)b(12)− S∗
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Tabla 3.2: Propiedades termodinámicas en una mezcla de N componentes.

MEZCLA-SIMPLE MEZCLA-MOLECULAR

βP
∑

α

ρα − 2π
3
β

∑
α

ρα − 2π
3
β

×
∑
αλ

ραρλ

∫∞
0
drr3 duαλ(r)

dr
gαλ(r) ×

∑
αλ

ραρλ

∑
l1l2m

∫∞
0
drr3 duαλ

l1l2m(r)

dr
gαλ

l1l2m(r)

χT

β
|B|/

∑
αλ

ραρλ|B|αλ |B|/
∑
αλ

ραρλ|B|αλ

Bαλ = ραδαλ + 4πραρλ

∫
drr2hαλ(r) Bαλ = ραδαλ + 4πραρλ

∫
drr2h000

αλ (r)

Uex

N
2πρ

∑
αλ

xαxλ

∫∞
0
drr2uαλ(r)gαλ(r) 2πρ

∑
αλ

xαxλ

∫∞
0
drr2

∑
l1l2m

uαλ
l1l2m(r)gαλ

l1l2m(r)

βµex
α 4π

∑
λ

ρλ

∫∞
0
r2[−cαλ(r) 4π

∑
λ

ρλ

∫∞
0
drr2[−cαλ

000(r)

+1
2
hαλ(r)sαλ(r) +1

2

∑
l1l2m

hαλ
l1l2m(r)sαλ

l1l2m(r)]

+(hαλ(r) + 1)bαλ(r)]− S∗ +
∑

λ

ρλ

∫
d1d2(hαλ(12) + 1)bαλ(12)− S∗
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3.2. El factor de estructura

El factor de estructura estático es una magnitud microscópica estructural medible

experimentalmente. En esta Sección se verá la conexión entre éste y la función de

distribución radial. Parece lógico pensar a priori que dicha conexión exista, ya que

ambos dan información sobre la distribución espacial de los centros de masas de las

part́ıculas que forman el fluido. Se verá también la importancia del factor de estructura

en la determinación de posibles transiciones de fase en un fluido (gas-ĺıquido, ĺıquido-

ĺıquido, ĺıquido-sólido).

Los experimentos de difracción (de neutrones, de rayos-X) son los que permiten

medir el factor de estructura. En ellos, se hace incidir sobre un sistema un haz mono-

cromático (de neutrones, rayos-X), con un vector de onda k0. Se mide tras el impacto

la intensidad de la radiación dispersada en un ángulo φ. En el caso de un fluido for-

mado por N part́ıculas de una sola especie atómica, la intensidad de dicha radiación

difractada con vector de onda k1, es proporcional a

I(k) ∝
〈∣∣ N∑

j=1

exp(ik · rj

∣∣〉 =
〈( N∑

j=1

exp(ik · rj)
)( N∑

j=1

exp(−ikrj)
)〉

(3.18)

donde, k = k1−k0. Introduciendo ahora la definición de densidad local de una part́ıcula

y su transformada de Fourier

ρ(r) =
N∑

j=1

δ(r− rj) (3.19)

ρ(k) =

∫
drρ(r) exp(−ik · r)

=
N∑

j=1

exp(−ik · rj) (3.20)

se puede expresar la intensidad del haz difractado como proporcional a

I(k) ∝ S(k) =
1

N

〈
ρ(k)ρ(−k)

〉
(3.21)

Esta ecuación es la que define el factor de estructura estático S(k). Para ver su rela-

ción con las funciones de correlación del sistema es conveniente expresar el factor de
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estructura en la forma

S(k) =
1

N

〈∑
j,l

exp(−ik · (rj − rl))
〉

=
1

N

〈∑
j=l

exp(−ik · (rj − rl))
〉

+
1

N

〈∑
j 6=l

exp(−ik · (rj − rl))
〉

(3.22)

El primer sumando en la última igualdad es igual a 1, y el segundo sumando puede

expresarse, como cualquier promedio, como una integral de la función a promediar

pesada por la función de distribución par, supuesta una de las part́ıculas en el origen

de coordenadas

S(k) = 1 + ρ

∫
dr exp(−ik · r)g(r) (3.23)

Normalmente, en los cálculos de factor de estructura, se suele suprimir el término

en k=0, que correspondeŕıa a la radiación difractada en la misma dirección que la

incidente (forward scattering). Esto supone añadir a la ecuación (3.23) un término

−ρδ(k) de forma que, recordando la definición de la función de correlación total, la

forma final para el cálculo teórico del factor de estructura estático es

S(k) = 1 +

∫
dr exp(−ik · r)h(r) (3.24)

Es decir, el factor de estructura estático es, esencialmente, la transformada de Fourier

de la función de correlación total.

Se ha visto cómo el factor de estructura da una conexión entre teoŕıa y experimento.

Sin embargo, esta no es la única razón por la que esta función es relevante en el

contexto de la teoŕıa de fluidos. A partir de su análisis puede determinarse si un estado

termodinámico es estable o si por el contrario se está próximo a una región inestable.

Puede comprobarse a partir de la ecuación (3.24) y la expresión de la compresibi-

lidad isoterma de la tabla 3.1 que se cumple la relación

S(0) =
ρχT

β
(3.25)

De esta forma, se ve cómo el factor de estructura en el ĺımite de k → 0 está relacionado

con las fluctuaciones en la densidad del fluido. Esta propiedad puede utilizarse como



3.2 El factor de estructura 41

criterio para determinar si se está en una región próxima a una transición de fase,

donde las fluctuaciones en densidad llegan a divergir.

Por otro lado, Hansen y Verlet (1969) propusieron un criterio emṕırico para deter-

minar si se está próximo a una transición fluido-sólido. Este criterio se basa en el hecho

de que en esta región próxima a la transición la altura del primer pico del factor de

estructura estático permanece constante para un amplio grupo de fluidos estudiados, y

toma el valor 2.85. Aunque no es aplicable a todos los sistemas, śı ha sido comprobado

en una gran cantidad de fluidos simples y se toma como referencia en el estudio de los

mismos desde un punto de vista teórico.

En el caso de tener un fluido molecular o un fluido multicomponente, podrán cal-

cularse los llamados factores de estructura parciales

Sij(k) = 1 + (ρiρj)
1/2

∫
dr exp(−ik · r)hij(r) (3.26)

donde i, j correspondeŕıan en el primer caso (fluidos moleculares) a los diferentes áto-

mos que forman la molécula y que actúan como centros de interacción respecto a la

radiación que incide sobre las moléculas del fluido.

Cuando se trata de fluidos multicomponentes, i, j representan las diferentes especies

que lo componen.

Los factores de estructura parciales dan una información muy detallada de la es-

tructura del fluido. Sin embargo, en los casos de mezclas, puede ser interesante estudiar

otras funciones, combinaciones lineales de los Sij(k), que den una descripción en función

de las correlaciones en densidad y en concentración [Bhatia y Thornton (1970)].

Aśı, en una mezcla binaria se definen las funciones

SNN(k) = c21S11(k) + c22S22(k) + 2(c1c2)S12(k) (3.27)

Scc(k) = c1c2[ 1 + c1c2(S11(k) + S22(k)− 2S12(k)) ] (3.28)

SNc(k) = c1c2[ c1(S11(k)− S12(k))− c2(S22(k)− S12(k)) ] (3.29)

donde ci = ρi/ρ es la concentración del componente i de la mezcla, siendo ρi y ρ las

densidades del componente i y total en la mezcla.

Al igual que en el caso de un fluido de un solo componente, el ĺımite k → 0 está re-

lacionado con propiedades termodinámicas y en última instancia con las fluctuaciones
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en la densidad total de la mezcla (SNN(0)), en la concentración de sus componentes

(Scc(0)) o en las correlaciones cruzadas de las fluctuaciones de densidad-concentración.

En concreto, el análisis del factor de estructura concentración-concentración (Scc)

juega un importante papel en el estudio de la estabilidad en las mezclas binarias es-

tudiadas en esta Tesis. Sin embargo, será necesario acudir a criterios adicionales para

discernir de forma precisa entre una transición gas-ĺıquido o una separación de fases de

tipo ĺıquido-ĺıquido, ya que en ambos casos Scc(0) diverge. Más adelante se describirán

estos criterios con detalle ya aplicados a sistemas concretos.

La extensión de las definiciones (3.27)-(3.29) a mezclas de más de dos componentes

no es en absoluto trivial. Gazillo (1994) propone la siguiente extensión de la definición

del factor de estructura concentración-concentración para una mezcla de M compo-

nentes

S(M)
cc (k) =

( M∏
m=1

cm
) M∑

i,j=1

(cicj)
1/2
∣∣S(k)

∣∣
ij

(3.30)

donde,
∣∣S(k)

∣∣
ij

es el cofactor del elemento ij de la matriz S(k) formada por los facto-

res de estructura parciales Sij definidos en la ecuación (3.26). A partir de esta nueva

definición, se establece un criterio de estabilidad equivalente al visto en mezclas bina-

rias, atribuyéndose la divergencia de S
(M)
cc (0) a una inestabilidad de separación de fases

fluidas (segregación o demixing) en el sistema, siempre y cuando la compresibilidad

isoterma continúe teniendo valores finitos.

Para concluir este apartado, señalar que, en sistemas con grados de libertad orienta-

cionales (esto es, sistemas moleculares), la integral que aparece en (3.24) se convierten

en ∫
dr exp(−ik · r)h000(r) (3.31)

tras realizar la integral en ángulos. Lo mismo ocurre con los factores de estructura

parciales en el caso de mezclas.

3.3. Relaciones de consistencia

Se ha visto en los apartados anteriores el cálculo de propiedades termodinámicas

a partir de las funciones de estructura de un fluido. Según establece la Termodinámi-

ca, existe un gran número de relaciones entre estas propiedades. Como se verá en el
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Caṕıtulo siguiente, estas relaciones adquieren gran relevancia en el contexto de la teoŕıa

de ĺıquidos. Son relaciones que debeŕıan cumplirse de manera exacta, siempre y cuando

las funciones de correlación a partir de las cuales se calculan hayan sido obtenidas tam-

bién de forma exacta. Sin embargo, ya se vio (Caṕıtulo 2) que no es posible hacer un

cálculo exacto de la estructura del fluido mediante la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales.

Siempre se introduce algún tipo de aproximación en la forma de la función puente y

esto va a provocar que alguna o varias de las relaciones que se presentan en esta Sección

dejen de cumplirse, o al menos no lo hagan de forma exacta. De hecho, el análisis del

cumplimiento de estas relaciones puede servir, tanto para evaluar la calidad de una

teoŕıa, como para desarrollar la propia aproximación. Pero a esto último está dedica-

do el siguiente Caṕıtulo. El presente apartado se limita a presentar dichas relaciones,

conocidas en este contexto como relaciones de consistencia, y que han sido divididas

en dos subapartados: las relaciones que se dan estrictamente entre propiedades termo-

dinámicas y una relación que ha sido especialmente relevante en el desarrollo de esta

Tesis y que implica al potencial qúımico y a la llamada función de cavidad, por lo que se

considera más una relación de consistencia estructural, el teorema de separación cero.

3.3.1. Consistencia termodinámica

Aunque existe una gran cantidad de relaciones entre las diferentes propiedades

termodinámicas de un sistema, se van a presentar aqúı únicamente aquellas a las se va

a hacer referencia lo largo de la memoria.

1. Presión-compresibilidad isoterma. La compresibilidad isoterma puede cal-

cularse como la inversa de la derivada de la presión respecto a la densidad a

temperatura constante (
ρχT

β

)−1

=

(
∂βP

∂ρ

)
T

(3.32)

2. La relación de Gibbs-Duhem. Existe una relación entre la derivada del po-

tencial qúımico respecto a la presión y la densidad del sistema

(
∂µ

∂P

)
T

=
1

ρ
(3.33)
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Esta relación toma la siguiente forma en el caso de sistemas multicomponentes

[Lomba y Lee (1996)] ∑
i

ci

(
∂µi

∂P

)
T

=
1

ρ
(3.34)

donde se ha utilizado la notación habitual ci para denominar a la concentración

del componente i de la mezcla.

No se ha especificado el cálculo directo de la enerǵıa libre de Helmholtz (F ) a

partir de las funciones de correlación de un sistema en el apartado correspondiente

porque no se ha realizado ningún cálculo de la misma en esta Tesis y su desarrollo

es algo complejo. Sin embargo, śı se hará referencia más adelante a relaciones que

involucran a esta magnitud, y este es el motivo por el se exponen aqúı las dos

siguientes relaciones.

La enerǵıa libre de Helmholtz es realmente un potencial termodinámico, ya que

se trata de la transformada de Legendre de la enerǵıa interna tomando la entroṕıa

(S) como nueva variable independiente, en vez de la temperatura. Aśı

U = F + TS (3.35)

−S =
∂F

∂T
(3.36)

En forma diferencial puede escribirse

dF = −SdT − PdV +
∑

i

µidNi (3.37)

De estas dos expresiones, pueden deducirse las dos siguientes relaciones

3. Enerǵıa interna-enerǵıa libre. Se relacionan mediante

βU = β

(
∂βF

∂β

)
(3.38)

4. Enerǵıa libre-presión. Directamente de la ecuación (3.37) puede verse la rela-

ción entre la enerǵıa libre y la presión en condiciones de temperatura y número

de part́ıculas constante
βP

ρ
= ρ

(
∂βF

∂ρ

)
T,N

(3.39)
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3.3.2. El teorema de separación cero

El término teorema de separación cero se utiliza de forma genérica para denominar

relaciones entre alguna propiedad termodinámica y alguna función de correlación para

distancia nula entre dos part́ıculas. Aśı, se encuentra una relación entre el potencial

qúımico de exceso (βµex) y la función cavidad (y(r) ≡ g(r) exp[βu(r)]) evaluada en r =

0 (primer teorema de separación cero). También existe una relación entre ∂y(r)/∂r|r=0

y la presión del fluido (segundo teorema de separación cero). Sin embargo, es en el

primero de estos teoremas en el que se va a centrar la atención de esta Sección. Como

se verá más adelante, éste será esencial en alguno de los estudios que se presentan como

trabajo original de esta Tesis.

El primer teorema de separación cero (al que se denominará a partir de ahora como

ZST, siglas de Zero Separation Theorem) fue demostrado ya a principios de los años

60 para un fluido simple de esferas duras [Hoover y Poirier (1962)]. Posteriormente,

han sido muchos los trabajos en los que este teorema se ha generalizado a diversos

sistemas: sistemas formados por part́ıculas duras en 1, 2 o 3 dimensiones [Meeron y

Siegert (1967)], para sistemas con un núcleo duro y una cola atractiva finita con y sin

simetŕıa esférica [Barboy y Tenne (1976) y Barboy y Tenne (1977)], para sistemas en

los que aparecen interacciones de largo alcance [Tenne et. al. (1982)], etc. A pesar de

esto, hasta el año 1989 no se desarrolló ninguna demostración de este teorema que

pudiera servir para cualquier sistema (cualquier potencial de interacción). En este año,

Lee y Shing [Lee y Shing (1989)], dedujeron de forma completamente general el primer

ZST. Para ello, se utiliza el método de inserción de una part́ıcula prueba. Se considera

el sistema sometido a un campo generado por una part́ıcula fuente. Los detalles de esta

demostración se presentan en el Apéndice B.

De una forma más intuitiva, se puede ver que existe una relación entre la función

cavidad y el potencial qúımico, no sólo del fluido, sino también del correspondiente a

un d́ımero (dos part́ıculas separadas una distancia L = |r− r′|) a dilución infinita. La

función cavidad para un sistema con simetŕıa esférica en el colectivo canónico se define

como

y(|r− r′|) = g(|r− r′|)eβu(|r−r′|) (3.40)

=
V 2N !

N2(N − 2)!

∫
d1d2 δ(r− 1)δ(r′ − 2)

∫
d3...dN e−βutot eβu(|1−2|)∫

d1d2d3...dN e−βutot
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donde, en una notación simplificada, se han escrito las interacciones entre part́ıculas

en la forma

βutot = β
N∑

i<j=1

u(|i− j|) (3.41)

La integral que aparece en el denominador es la integral de configuración de un

sistema de N part́ıculas idénticas, QN . En cuanto al numerador, puede verse que, al

multiplicar por eβu(12), se ha eliminado la interacción entre las part́ıculas etiquetadas

como 1 y 2. El resto de interacciones puede descomponerse en la suma

βutot − βu(|1− 2|) = β
N∑

i<j=3

u(|i− j|) + β
N∑

i=3

[ u(|1− i|) + u(|2− i|) ] (3.42)

Según esta expresión, se está tratando un sistema formado por N − 2 part́ıculas

idénticas y un d́ımero formado por dos part́ıculas que no interaccionan entre śı y que

aparece a dilución infinita en el fluido. La integral del numerador de la ecuación (3.40)

se puede interpretar entonces como QN−2,(1+1)L
/V , ya que

QN−2,(1+1)L
=

1

Ω

∫
dRdΩ

∫
d1d2 δ(r− 1)δ(r′ − 2)

∫
d3...dN e−βutot eβu(12) (3.43)

donde se está integrando sobre el centro de masas del d́ımero y sobre sus posibles

orientaciones en todo el espacio. La primera integral es igual al volumen y en cuanto a

la segunda, (1/Ω)
∫
dΩ = 1.

Si ahora se multiplica y divide la expresión (3.40) por una integral de configuración

de un sistema de N−2 part́ıculas idénticas QN−2, y se reordenan los diferentes factores

adecuadamente, la función cavidad queda en la forma

y(|r− r′|) =
QN−2

QN

V 2 QN−2,(1+1)L

QN−2

1

V

N !

N2(N − 2)!
(3.44)

Por otro lado, el potencial qúımico de exceso del sistema de N part́ıculas (µex), se

define a través de la enerǵıa libre de exceso F ex, como

βµex =

(
∂βF ex

∂N

)
V,T

(3.45)
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Recordando que βF ex = −(logQN/V
N), y sustituyendo en (3.45)

βµex = −
(
∂ logQN

∂N

)
V,T

+

(
∂ log V N

∂N

)
V,T

= − logQN − logQN−2

2
+ log V

=
1

2
log

QN−2

QN

+ log V (3.46)

donde, para hacer la derivada respecto a la variable discreta N , se ha supuesto una

variación de la misma en ∆N = 2.

En cuanto al trabajo necesario para insertar un d́ımero en el fluido de N−2 part́ıcu-

las (βµex
(1+1)), será de nuevo la derivada de la enerǵıa libre, ahora respecto al número

de d́ımeros

βµex
(1+1) =

(
∂βF ex

∂N(1+1)L

)
V,T

= −
logQN−2,(1+1)L

− logQN−2

1
+ log V

= − log
QN−2,(1+1)L

QN−2

+ log V (3.47)

Si se toma el logaritmo de la función cavidad de la ecuación (3.44)

log y(|r− r′|) = log
QN−2

QN

+ log V 2

+ log
QN−2,(1+1)L

QN−2

− log V

+ log
N !

N2(N − 2)!
(3.48)

pueden reconocerse las expresiones (3.46) y (3.47) entre los factores de (3.48)

log y(|r− r′|) = 2βµex − βµex
(1+1)L

(3.49)

Se ha eliminado para llegar a esta expresión el término log N !
N2(N−2)!

= log N−1
N

, ya

que éste es nulo en el ĺımite termodinámico. El teorema de separación cero es una

particularización de la ecuación (3.49) cuando |r − r′| = 0 (donde las part́ıculas que

forman el d́ımero han unido sus centros)

log y(0) = 2βµex − βµex
(1+1) (3.50)



48 PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS EQUILIBRADOS

Esta es la expresión final del ZST, donde se ha simplificado un poco la notación escri-

biendo µex
(1+1) para representar µex

(1+1)L=0
.

Es interesante analizar el teorema cuando se trata de un sistema de esferas duras

. En este caso, el d́ımero está formado por dos esferas duras que han solapado por

completo y no puede distinguirse de cualquiera de las part́ıculas del sistema, ya que

uHS(|1− i|) + uHS(|2− i|) = uHS(|1− i|) (3.51)

Ahora bien, el potencial qúımico mide la probabilidad de formar en el sistema una

cavidad esférica de volumen igual al de la esfera dura. Esto se comprende de nuevo

al pensar en la forma peculiar de la interacción, que únicamente prohibe la ocupación

total o parcial por parte de otra part́ıcula de un cierto volumen esférico alrededor de

su centro. Según esto

βµex
(1+1) = βµex (3.52)

con lo que el ZST de la ecuación (3.50) adopta la forma

log y(0) = βµex (3.53)

Esta expresión es la que demostraron Hoover y Poirier ya en el año 1962 [Hoover y

Poirier (1962)].

La generalización del ZST al caso de un fluido multicomponente sigue los mismos

pasos que los de la demostración del Apéndice B, utilizando ahora una part́ıcula de

prueba del tipo α y haciéndola coincidir con una part́ıcula fuente del tipo λ. El resultado

al que se llega es

log yαλ(0) = βµex
α + βµex

λ − βµex
(α+λ) (3.54)

Como puede verse en la ecuación (3.54), ahora existirá una expresión del ZST para

cada tipo de interacción. En cuanto al d́ımero, estará formado por una part́ıcula de

tipo α y otra del tipo λ con posiciones coincidentes. Este ZST puede también verse

como una particularización de una expresión equivalente a la (3.49) [Lee (1995a)], co-

nocida en esta forma más general como teorema de la distribución de potencial (PDT).

Conceptualmente, esta relación puede interpretarse del siguiente modo: el valor de la

función cavidad para una distancia entre part́ıculas dada (L), corresponde a la dife-

rencia entre dos enerǵıas; la necesaria para insertar en el fluido un d́ımero formado por
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dos part́ıculas separadas dicha distancia L (∼ βµex
(α+λ)L

), y la necesaria para insertar

las dos part́ıculas de forma independiente (∼ βµex
α + βµex

λ ).

Existen en realidad toda una jerarqúıa de teoremas PDT, y por tanto también ZST,

que implican la función cavidad de dos, tres, cuatro, etc. part́ıculas. Todos se deducen

del mismo modo, sin más que hacer coincidir dos, tres, cuatro, etc. part́ıculas prueba.

En los caṕıtulos correspondientes, se verá la forma particular que el teorema ad-

quiere en los casos en los que ha sido aplicado en esta Tesis.





Caṕıtulo 4

RELACIONES DE CIERRE

AUTOCONSISTENTES: LA

RELACIÓN ZSEP

El problema de la consistencia termodinámica en la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales

ha servido como motivación para el desarrollo de relaciones de cierre más sofisticadas:

las relaciones de cierre autoconsistentes. En este Caṕıtulo, se va a analizar tanto el

problema como una de las propuestas para solucionarlo, la relación de cierre ZSEP.

En la última Sección se presenta una aplicación de la misma a un sistema concreto, el

fluido de esferas interpenetrables.

4.1. El problema de la consistencia termodinámica en la

Teoŕıa de Ecuaciones Integrales

Ya se vio en el Caṕıtulo 2 que no es posible en general obtener una solución exacta

de la ecuación integral de Ornstein-Zernike, ya que ésta pasaŕıa por conocer la función

puente b(12) también de manera exacta. También se ha señalado cómo las aproxima-

ciones HNC y PY, siendo las más sencillas, son muy eficaces en la descripción de la

estructura de multitud de modelos de ĺıquidos. Podŕıa parecer entonces innecesario

buscar aproximaciones más sofisticadas que compliquen el formalismo. Sin embargo,

cuando además de la estructura, se intenta hacer una descripción precisa de las pro-
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piedades termodinámicas del sistema, estas aproximaciones sencillas no dan resultados

que cumplan las relaciones de consistencia expuestas en el Caṕıtulo 3. Se dice que estas

teoŕıas no son consistentes.

El porqué de esta inconsistencia podŕıa entenderse como un simple reflejo de estar

utilizando una teoŕıa aproximada. Sin embargo, esto no da respuesta a por qué algunas

aproximaciones son completamente inconsistentes (no cumplen ninguna de las relacio-

nes), mientras que otras lo son sólo parcialmente (cumplen algunas de las relaciones y

otras no). Aśı por ejemplo, mientras PY es completamente inconsistente, HNC śı cum-

ple las consistencias que implican a la enerǵıa libre y sus derivadas (enerǵıa interna,

presión), pero no la consistencia en compresibilidad.

Un análisis más detallado [Schlijper et. al. (1993)], muestra que las relaciones de cie-

rre que se puedan formular a partir de la minimización de un funcional de enerǵıa libre

(aunque sea aproximado), cumplirán las consistencias termodinámicas que impliquen

a dicho funcional y estén calculadas con el mismo.

Sin embargo, no puede asegurarse lo mismo en aquellas relaciones que implican

propiedades que no se calculan a través de dicho funcional (como es el caso de la

relación entre la compresibilidad obtenida a partir del teorema de fluctuación y la

obtenida a partir del virial).

Para intentar dar solución a este problema, surge un nuevo grupo de relaciones

de cierre, las relaciones de cierre autoconsistentes. La filosof́ıa general de este tipo

de relaciones es la de buscar una forma funcional de b(12), con cierta base teórica,

dependiente de uno o más parámetros. Estos se determinan imponiendo algún grado

de consistencia termodinámica a las soluciones a las que conducen.

Existen numerosos trabajos en este sentido [Rosenfeld y Ashcroft (1979); Verlet

(1980); Hall y Conkie (1980); Rogers y Young (1984)], sugiriendo teoŕıas más o menos

sencillas de llevar a la práctica. Varias de estas teoŕıas toman como puntos de partida

las teoŕıas HNC y PY, para la región de distancias largas y cortas respectivamente. Tal

es el caso de la relación de cierre Royers-Young (RY) [Rogers y Young (1984)]. Esta

supone una forma funcional de b(r) que deja libre un parámetro α a fijar mediante

la imposición de la consistencia en compresibilidad. Esta forma interpola la función

puente entre las aproximaciones HNC y PY.
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4.2. La relación de cierre ZSEP

En la búsqueda de relaciones de cierre autoconsistentes, todas las propuestas se

hab́ıan centrado en imponer consistencias globales (como son las consistencias termo-

dinámicas). Lee (1995b) propuso sin embargo una nueva aproximación, ZSEP, que

impone no sólo este tipo de consistencias, sino también consistencias locales, como son

los teoremas de separación cero. Esta caracteŕıstica la hace mucho más potente a la ho-

ra de resolver la ecuación integral, encontrándose una mejora especialmente relevante

en el cálculo de potenciales qúımicos. En sistemas con potenciales acotados la impo-

sición del cumplimiento del ZST llega a hacerse esencial para la correcta descripción

de su estructura (ver Sección 4.3). Para justificar la utilización de esta nueva relación,

más compleja en su desarrollo, Lee (1995b) hace un exhaustivo análisis de numerosas

aproximaciones, desde las más sencillas como son las conocidas HNC o PY, hasta otras

más complejas como la de Martynov-Sarkisov (MS) [Martynov y Sarkisov (1983)] o

Verlet Modificada (VM) [Verlet (1981); Lab́ık et. al. (1991)]. De este estudio se pueden

extraer como conclusiones generales las siguientes:

Ninguna de las relaciones de cierre estudiadas da buenos resultados para el fluido

de esferas duras fuera de un rango medio de densidades. Aśı ocurre para den-

sidades inferiores a 0.5, como ya hab́ıan revelado estudios anteriores (para la

aproximación PY, ver Zhou y Stell (1988)). Del mismo modo, para densidades

superiores a 0.7 todas las aproximaciones fallan claramente (de hecho, únicamente

VM es capaz de dar resultados aceptables para valores cercanos a este estado).

Ninguna de las funciones puente estudiadas conducen a funciones de correlación

que cumplan las condiciones de contorno que revelan los diferentes teoremas de

separación cero. Puede parecer que este punto carece de importancia, más en un

sistema como el de esferas duras, en el que la región de distancias menores al

diámetro de la part́ıcula es una región prohibida. De hecho, aśı es para aquellas

propiedades termodinámicas que se calculan a partir de la función de distribución

par, ya que ésta es nula en toda esta región. Sin embargo, algunas propiedades,

como la compresibilidad isoterma o el potencial qúımico dependen de manera

esencial de los valores de ciertas funciones en dicha región. En el caso de la

compresibilidad isoterma en fluidos simples, ésta dependencia aparece a través

de la función de correlación directa c(r). En cuanto al potencial qúımico, la
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dependencia aparece a través de varias funciones de correlación y la función

puente (ecuación (3.8)). Se ha demostrado que en el caso de esferas duras, se

hace esencial la contribución de esas funciones en la región de solapamiento [Lee

(1992); Zhou y Stell (1988)]. Además, el valor de la función cavidad y(r = 0) y el

potencial qúımico están también relacionados (ecuación (3.50)). Parece claro por

tanto que, una mala predicción en el valor de y(0), conducirá a un valor poco fiable

del potencial qúımico. Por último, y como consecuencia, no se conseguirá una

teoŕıa con la que se satisfagan las consistencias que implican a esta propiedad,

como es el caso de la relación de Gibbs-Duhem (ecuación (3.33)).

Estos dos puntos resumen la motivación de proponer una relación de cierre que trate

con especial cuidado el cálculo de las funciones de correlación a distancias pequeñas

(y en concreto a separación cero). Se pretende además conseguir una mejora del rango

de validez de la teoŕıa, sin dejar tampoco de lado la consistencia termodinámica en śı.

Siguiendo la filosof́ıa de las relaciones de cierre autoconsistentes, se va a buscar una

forma funcional suficientemente flexible de la función puente, con varios parámetros

que se determinarán mediante la imposición del cumplimiento de ciertas consistencias,

incluido el teorema de separación cero.

Hay que elegir ahora una forma funcional concreta para la función puente. Según lo

dicho, y recordando que la aproximación VM parece ser la más potente entre las estu-

diadas, se toma ésta como punto de partida, modificándola ligeramente y adaptándola

a la nueva filosof́ıa de autoconsistencia.

La aproximación VM se basa en suponer la función puente como un funcional de

la función de correlación indirecta, que puede expresarse en la forma

b[s(r)] = a2
s(r)2

2!
+ a3

s(r)3

3!
+ ... (4.1)

donde, como se ve, falta el primer término del desarrollo. Este término se omite

basándose en el desarrollo diagramático de la función puente (ecuaciones (2.5) o (2.6)),

en las que no aparecen términos de orden ρ. La idea original de Verlet consistió en

utilizar el aproximante de Padé 2/1 a esta serie como función puente. Esta adquiere

entonces la forma

bV erlet[s(r)] =
1

2

a2s(r)
2

1 + as(r)
(4.2)
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Los parámetros a2 y a = −a3/a2 se fijaron entonces ajustando a los dos primeros

coeficientes del virial, convirtiendo la relación en semifenomenológica. La versión mo-

dificada (VM) [Lab́ık et. al. (1991)] mantiene la forma funcional de la expresión (4.3),

fija el parámetro a2 a 1, y hace depender al parámetro a de la densidad.

bV M [s(r)] =
1

2

s(r)2

1 + as(r)
(4.3)

Esta versión modificada ha resultado extremadamente eficaz en la descripción de

sistemas con potenciales duros [Lab́ık et. al. (1991); Lombardero et. al. (1992)].

La expresión (4.3) tiene aśı una cierta base teórica. Sin embargo, puede argumentar-

se que su elección es un tanto arbitraria. De hecho, hay toda una problemática acerca

de la existencia y unicidad de la función puente b(s), como particularización del funcio-

nal b[s(r)]. Ni una caracteŕıstica (posibilidad de encontrar una reducción del funcional

b[s(r)] a una función b(s)), ni otra (si existe, dicha función es única) quedan claras

desde un punto de vista teórico básico, o matemático. Aún aśı, las relaciones de cierre

habituales son intentos de establecer esta relación b(s). Atendiendo a un estudio sobre

ĺıquidos cargados realizado por Duh y Haymet [Duh y Haymet (1992)], parece claro

que, para encontrar una dependencia de b como función de s, es necesario renormali-

zar la función de correlación indirecta (s?(r) = s(r) + δs(r)) donde la renormalización

intenta eliminar la dependencia con la componente atractiva del potencial. En el ca-

so general de un potencial con parte repulsiva y atractiva [Duh y Haymet (1992)],

la teoŕıa va a depender tanto de la forma elegida para la función puente, como del

potencial atractivo supuesto (asumiendo una cierta universalidad en las interacciones

repulsivas de corto alcance [Rosenfeld y Ashcroft (1979)]). Al renormalizar la s(r) se

pretende eliminar esa arbitrariedad en la elección del potencial, acercándose uno aśı a

la condición de unicidad buscada. Habitualmente se renormaliza con la componente

atractiva resultante de una descomposición WCA [Weeks et al. (1971)] del potencial

total. Para potenciales repulsivos, una de las formas que se han utilizado para la δs(r)

[Lee (1995b)] es

δs(r) =
ρ

2
f(r) (4.4)

siendo f(r) = e−βu(r) − 1, la función de Mayer correspondiente al potencial de interac-

ción entre part́ıculas. Esta forma de renormalizar la función s(r), que introduce una

dependencia en ρ, garantiza que, en el ĺımite de bajas densidades, el comportamiento



56 RELACIONES DE CIERRE AUTOCONSISTENTES

de la función puente va a ser el correcto. Por otro lado, el hecho de restar la función

de Mayer, hace que se consiga una mejor renormalización de las interacciones repulsi-

vas. Otra opción que se ha considerado, es renormalizar directamente con el potencial

(δs(r) = −βu) y no con su función de Mayer [Lee et. al. (1996)]. Existen también otras

variaciones en cuanto al potencial a utilizar en la renormalización.

Finalmente y teniendo en cuenta todas estas consideraciones, se propone como

función puente ZSEP

bZSEP [s?(r)] = − ψs?2(r)

2

[
1− αφs?(r)

1 + αs?(r)

]
(4.5)

Para llegar a esta expresión, se ha aproximado la serie completa (incluyendo el pri-

mer término) por su aproximante de Padé 2/1. Los parámetros se relacionan con los

coeficientes de la serie como ψ = a2, α = −a3/a2, φ = a2/a1. Se recuperan las aproxi-

maciones VM (ψ = 1, φ = 1) y HNC (ψ = 0) a partir de (4.5). De otras aproximaciones,

como PY, se pueden reproducir, eligiendo adecuadamente los parámetros, los primeros

coeficientes del desarrollo de b(r) en potencias de s(r). Aśı, esta forma funcional resulta

ser muy flexible.

Los llamados parámetros ZSEP α, ψ y φ, habrán de determinarse imponiendo que

las soluciones obtenidas cumplan ciertas relaciones de consistencia. En el trabajo ori-

ginal, Lee [Lee (1995b)] resuelve la ecuación OZ con la relación de cierre ZSEP para

esferas duras imponiendo el primer y segundo teorema de separación cero y la con-

sistencia en compresibilidad. En trabajos posteriores [Lee et. al. (1996); Lee (1997)],

se utilizaron diferentes tŕıos de consistencias, aunque manteniendo siempre el primer

teorema de separación cero como una de ellas. En todos estos casos, ZSEP mejoraba

notablemente los resultados de las otras aproximaciones.

Se va a presentar a continuación el esquema de la teoŕıa ZSEP que se ha utilizado

en este trabajo.

Como se ha dicho, pueden utilizarse diferentes juegos de consistencias para deter-

minar los parámetros ZSEP (α, ψ y φ). Las elegidas en los casos que se han tratado

en esta Tesis son:

1 Presión-compresibilidad isoterma (ecuación (3.32))

2 La relación de Gibbs-Duhem (ecuación (3.33))

3 El teorema de separación cero (ZST) (ecuación (3.50))
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Para resolver la ecuación OZ en la aproximación ZSEP se siguen entonces los si-

guientes pasos:

Para un determinado juego de parámetros (ψ, α, Φ) se resuelve la ecuación OZ

junto con la relación de cierre ZSEP.

Con las funciones de correlación obtenidas, se calculan las propiedades termo-

dinámicas siguientes:

� la presión (PV ), calculada por la v́ıa del virial (ecuación (3.1)).

� la compresibilidad isoterma (χf
T ), calculada mediante la ecuación de la

compresibilidad (ecuación (3.2)).

� el potencial qúımico (βµex), calculado de forma directa utilizando la

fórmula (3.8). Dada la forma expĺıcita de la función puente bZSEP [s?(r)]

(ecuación (4.5)), la función estrella se puede calcular anaĺıticamente, obte-

niéndose∫
dxb[x] = −ψ(αx)3

6α3
+
ψφ

6α3

[
(1+αx)3−9

2
(1+αx)2+9(1+αx)−3 log(1+αx)−11

2

]
(4.6)

Los ĺımites de esta integral no serán ahora 0 y s, como en la ecuación (3.9),

sino que habrá que calcularlos según la normalización propuesta para la

función de correlación indirecta y serán en general s?[s = 0] y s?[s].

� Por último, para poder imponer como consistencia el ZST, hay que calcular

el potencial qúımico de un d́ımero formado por dos part́ıculas que

han solapado por completo (βµex
(1+1)). Para ello, se plantean y resuelven las

ecuaciones OZ de un fluido compuesto por dos especies:

especie 1: las part́ıculas del fluido estudiado

especie 2: el d́ımero, que se encuentra en dilución infinita, es decir, ρ2 → 0.

El sistema de ecuaciones a resolver es, en el espacio de Fourier

h̃11 = c̃11 + ρ1h̃11c̃11

h̃12 = c̃12 + ρ1h̃11c̃12 (4.7)

En estas ecuaciones, las funciones h̃11 y c̃11 son las obtenidas anteriormente

al resolver la ecuación OZ, junto con la relación ZSEP, del fluido estudiado.
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Aśı, únicamente aparecen como incógnitas las funciones h̃12 y c̃12. La relación

de cierre utilizada para resolver este nuevo sistema de ecuaciones vuelve a

ser ZSEP, teniendo en cuenta por supuesto que la forma del potencial de

interacción entre las especies 1 y 2 (u12(r)) será en general diferente al u11(r).

Siendo rigurosos, habŕıa que utilizar además parámetros independientes de

los de la ZSEP del fluido solo, y resolverlo todo de forma consistente. Sin

embargo, en una primera aproximación, puede utilizarse el mismo juego de

parámetros.

Con las funciones de correlación aśı obtenidas (h12(r), c12(r), s12(r)) se puede

calcular ya el potencial qúımico βµex
(1+1) que se necesitaba para el ZST. De

nuevo se aplica para ello la fórmula (3.8).

Se tienen ya todos los elementos necesarios para comprobar si se cumplen o no

las relaciones de consistencia mencionadas:

1 χf
T ⇐⇒ χV

T =

(
∂βP V

∂ρ

∣∣
T

)−1

2 ρ⇐⇒ ρGD = ∂βP V

∂µ

∣∣
T

3 log yrc(0) = h(0)− c(0) + bZSEP (0) ⇐⇒ log yzst(0) = 2βµex
1 − βµex

1+1

Una vez hechas las comparaciones 1,2 y 3, hay que decidir si se da por válida la

solución (los valores de las magnitudes calculadas por v́ıas diferentes coinciden) o

no. En caso de que la solución obtenida no cumpla las relaciones de consistencia,

se tendrá que elegir un nuevo grupo de parámetros ZSEP y repetir con ellos todo

el procedimiento hasta conseguir una solución válida.

4.3. Una aplicación: el fluido de esferas interpenetrables

En esta sección se va a exponer el estudio realizado sobre el fluido de esferas inter-

penetrables [Fernaud et. al. (2000)], como una aplicación de la relación de cierre ZSEP

descrita. En él queda reflejado cómo ZSEP no se limita a mejorar las conocidas PY

o HNC, sino que es la única capaz de dar soluciones con significado f́ısico para este

sistema.

Se entiende por fluido de esferas interpenetrables, aquél formado por part́ıculas

esféricas que interaccionan mediante un potencial escalón. Este es un potencial par con
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simetŕıa esférica que permanece constante cuando la distancia entre dos part́ıculas es

menor que el diámetro de las mismas, anulándose para distancias superiores al mismo.

Puede escribirse según esto

u(r) =

{
ε r ≤ σ

0 r > σ
(4.8)

siendo σ el diámetro de cada part́ıcula, r, la distancia entre los centros de dos de ellas y

ε, una cantidad positiva ( barrera de enerǵıa). Un estado determinado quedará descrito

por la temperatura reducida t = KBT/ε (balance entre enerǵıa cinética y potencial) ,

y la fracción de empaquetamiento (η = π
6
ρσ3, siendo ρ la densidad del sistema).

Este modelo de potencial fue propuesto por primera vez por Marquest y Witten

(1989) para tratar de explicar la cristalización de copoĺımeros en disolución. Con él, y

asumiendo una única ocupación por sitio, estos autores obtuvieron como fase estable

la cristalización cúbica simple en equilibrio con el fluido, es decir, con las part́ıculas

coloidales en suspensión, de acuerdo con lo observado experimentalmete. Sin embargo,

un estudio posterior más detallado realizado por Likos et. al. (1998) ha demostrado que

estos resultados cambian radicalmente cuando se permite múltiple ocupación por sitio

(formación de agregados de part́ıculas), no siendo éste un buen modelo para el sistema

mencionado. Habŕıa que buscar por tanto otras causas para el tipo de cristalización

observada en los experimentos.

Parece entonces que el fluido de esferas interpenetrables pierde aqúı todo su in-

terés. Sin embargo, Likos et. al. (1998) encontaron una nueva motivación para pro-

fundizar en él. Al estudiarlo mediante Teoŕıa de Ecuaciones Integrales, observaron que

las aproximaciones utilizadas habitualmente en este contexto (PY, HNC o RY) eran

incapaces de reproducir su estructura, obtenida por los mismos autores mediante si-

mulaciones numéricas Monte Carlo. La región de distancias cortas (distancias menores

que el diámetro de la part́ıcula) resultó ser especialmente problemática. Es más, pa-

ra ciertas condiciones de temperatura y concentración de copoĺımero, la ecuación no

llegaba siquiera a converger a ninguna solución.

En el caso de PY, esta incapacidad es fácil de entender, ya que se trata de una

aproximación apropiada para la descripción de sistemas en los que las interacciones

son fuertemente repulsivas. Sin embargo, en el caso de HNC o la autoconsistente RY,

la explicación no es evidente. Lo que śı queda claro en el caso de esta última es que la
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consistencia en compresibilidad que impone es insuficiente para describir el sistema.

Siguiendo esta ĺınea argumental, y dada la forma del potencial acotado, parece

necesario introducir alguna consistencia más, capaz de describir la estructura del fluido

a distancias muy cortas y en concreto cuando las part́ıculas solapan por completo

(r = 0). Este parece por tanto el marco adecuado para la utilización de la relación de

cierre ZSEP.

Aśı, se realizó el estudio del fluido de esferas interpenetrables en esta aproximación.

Supuesto un potencial de interacción de la forma (4.8), se siguió el procedimiento

descrito en la Sección anterior para resolver la ecuación OZ en la aproximación ZSEP.

Para renormalizar la función de correlación indirecta (s?(r)) se utilizó la función de

Mayer correspondiente a un potencial suave tipo WCA [Weeks et al. (1971)], de forma

que

s?(r) = s(r) +
1

2
ρf(r) = s(r) +

1

2
ρ[ exp(−βur

wca(r))− 1 ] (4.9)

donde

βur
wca(r) =

{
4 ((σwca/r)

12 − (σwca/r)
6) + 1 si r < 21/6σwca

0 si r > 21/6σwca

(4.10)

Al utilizar un potencial continuo como es el caso de los potenciales tipo WCA, se evitan

discontinuidades en la función puente que pueden ser problemáticas en la construcción

de la relación de cierre. El diámetro σwca, podŕıa tomarse como un parámetro más de

la función puente, a fijar mediante el cumplimiento de alguna relación de consistencia.

Sin embargo, en este trabajo no se ha tratado aśı, y simplemente se ha determinado a

partir del potencial de Lennard-Jones 12− 6, de la forma

4π

∫ 2
1
6 σwca

0

drr2fwca(r) = 4π

∫ 1

0

drr2f(r) (4.11)

donde

fwca(r) = e−βuwca − 1 (4.12)

f(r) = eε − 1 (4.13)

Al poner en práctica este método numéricamente hay que tener en cuenta que puede

ocurrir que no se llegue a la consistencia absoluta, ya que:
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1. Por una parte, siempre habrá que admitir la existencia de un cierto error numéri-

co.

2. Por otra, puede ocurrir que la forma funcional de la función puente no sea suficien-

temente flexible como para reproducir el comportamiento del fluido cambiando

los tres parámetros de forma independiente.

3. En cuanto al desarrollo del método en śı, conviene hacer una variación sistemática

de los parámetros ZSEP en la búsqueda de una solución válida.

Tomando como base los tres argumentos expuestos, en este trabajo se propuso la cons-

trucción de una función residuo de inconsistencia (ΦR), de la forma

ΦR =

√
wP [1/χf

T − 1/χv
T ]2 + wρ[ρ− ρGD]2 + wz[ln y(0)− ln ycr(0)]2 (4.14)

Como puede verse, esta función recoge la suma de los cuadrados de las diferencias

entre las magnitudes calculadas por las dos v́ıas, pesadas por wP , wρ y wz. Estos

pesos permiten dar una mayor o menor importancia a una u otra consistencia. Aśı por

ejemplo, en este caso concreto se observó que, a densidades altas, era inevitable que

las desviaciones en la consistencia en compresibilidad fueran relativamente altas. Esto

podŕıa enmascarar las otras dos contribuciones al residuo de inconsistencia, por lo que

se decidió fijar los valores: wp = 1, wρ = 2, wz = 2, compensando aśı en cierto modo

unas y otras desviaciones.

Lo que se hace entonces, es minimizar el residuo de inconsistencia, en vez de exigir

el cumplimiento de las tres consistencias de manera independiente. Para minimizar ΦR

se utilizó un algoritmo aleatorio de búsqueda directa mediante un método de complex

[IMSL (1987)]. Este se basa en una búsqueda aleatoria dentro de ciertos rangos de los

parámetros ZSEP. El problema de localizar el mı́nimo resultó ser demasiado inestable

como para aplicar métodos habituales (Newton-Raphson o gradientes conjugados), más

rápidos, pero también más sensibles a inestabilidades.

En cuanto al cálculo de las propiedades termodinámicas y estructurales necesarias,

es importante destacar también ciertos aspectos:

la expresión general para la presión, calculada por la v́ıa del virial (ecuación (3.1))

toma una forma especialmente sencilla al particularizarse al caso del potencial
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escalón

βP v = ρ+
2π

3
ρ2[ g(σ+)− g(σ−) ] (4.15)

donde, g(σ±) son los ĺımites superior e inferior de la función g(r) en el punto de

la discontinuidad, r = σ.

Para estimar las derivadas del cálculo de la compresibilidad del virial y de la

relación de Gibbs-Duhem, ha de resolverse la ecuación para tres valores consecu-

tivos de la densidad (ρ,ρ ± dρ). Además, en el caso del cálculo de ρGD, hay que

aplicar el método de los tres puntos [Press et al. (1992)] para hacer la derivada

numérica, al no tener puntos equiespaciados en µ como ocurre al derivar respecto

a la densidad.

Por último, también se calculó la enerǵıa libre de exceso por part́ıcula mediante

la expresión:

βaex = βµ′1 − βP/ρ+ 1 (4.16)

dando aśı una ruta alternativa para el cálculo de la presión según la relación:

βP a

ρ
= 1 + ρ

(
∂βaex

∂ρ

)
(4.17)

Aunque no se utilice esta relación como una de las consistencias que determinen

los valores de los parámetros ZSEP, puede servir como una evaluación más de

la calidad tanto de la aproximación (ver figura 4.1), como de la consistencia

termodinámica de esta teoŕıa (ver tablas 4.1 y 4.2).



Una aplicación: el fluido de esferas interpenetrables 63

T
ab

la
4.

1:
P
ar

a
la

fr
ac

ci
ón

de
em

pa
qu

et
am

ie
nt

o,
η

=
0.

3,
pr

op
ie

da
de

s
te

rm
od

in
ám

ic
as

co
rr

es
po

nd
ie

nt
es

al
flu

id
o

de
es

fe
ra

s
in

te
rp

en
et

ra
bl

es
,

ob
te

ni
da

s
m

ed
ia

nt
e

la
s

di
fe

re
nt

es
ru

ta
s,

y
pa

rá
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Figura 4.1: Enerǵıa libre de exceso por part́ıcula dada por la teoŕıa ZSEP (ĺınea continua) y por la
simulación MC, esta última calculada mediante la ruta η (ćırculos blancos) y la ruta t (ćırculos negros)

Una vez vistos los detalles del método utilizado, se describen a continuación los re-

sultados teóricos para los diferentes estados de los que se dispońıan datos de simulación

Monte Carlo publicados por Likos et. al. (1998).

Comenzando por la estructura peculiar que presenta este fluido, en la figura 4.2

aparecen las funciones de distribución par obtenidas por simulación MC (siempre re-

presentadas por ćırculos) y tras la resolución de la ecuación integral. Esta última se

resolvió utilizando como relaciones de cierre ZSEP, PY y HNC. Se comparan todas

las soluciones en la gráfica de la izquierda para una temperatura reducida de t = 0.2.

Además de observarse una extraordinaria mejora en la solución ZSEP respecto a las

otras dos, hay que señalar que para la fracción de empaquetamiento η = 0.5, HNC

es incapaz de dar siquiera una solución. En la gráfica de la derecha, aparece el caso

t = 0.1 para las mismas fracciones de empaquetamiento (η = 0.3 y η = 0.5). A esta

temperatura, se produce ya una clara dispersión de los datos de simulación. Debido a

la baja probabilidad de solapamiento de las part́ıculas, la estad́ıstica sobre las muestras

en los cálculos MC es mucho peor que en el caso t = 0.2.
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Figura 4.2: Función de distribución par del fluido de esferas interpenetrables para los siguientes estados:
(izquierda) t = 0.2 y η = 0.5 (superior) y η = 0.3 (inferior). (derecha) t = 0.1 y de nuevo η =
0.5 (superior) y η = 0.3 (inferior). Los ćırculos representan los resultados de simulación MC y las
ĺıneas continuas son los teóricos correspondientes a las aproximaciones HNC (raya-punto), PY (ĺınea
discontinua) y ZSEP (ĺınea continua)
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Figura 4.3: Función de distribución par del fluido de esferas interpenetrables.
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0.3 (gráfica inferior)

En ambos casos, ZSEP reproduce de forma muy precisa los resultados de simulación,

en particular en la región de solapamiento. Esto último puede observarse en todo el

rango de fracciones de empaquetamiento y temperaturas que se analizó (figura 4.3).

Al aumentar la densidad, la consistencia estructural que se impone (ZST) se hace

crucial para la obtención de soluciones con significado f́ısico. Para hacer patente este

hecho, se calculó para un cierto estado (t = 0.2, η = 0.5) la función de distribución

radial utilizando la misma forma funcional de b(s), pero imponiendo únicamente las dos

consistencias termodinámicas. Esta nueva g(r) se presenta, comparada con la solución

ZSEP para el mismo estado, en la gráfica 4.4.

Es importante insistir en el hecho de que ambas soluciones cumplen tanto la consis-

tencia en compresibilidad, como la relación de Gibbs-Duhem, y sin embargo, la que no

cumple el ZST es incapaz de reproducir la estructura del sistema f́ısico que está tratan-

do de describir. Esto se debe a que las propiedades que intervienen en dichas relaciones

son siempre magnitudes integradas o dependientes únicamente del valor de la función
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Figura 4.4: Solución de la ecuación OZ con una relación de cierre autoconsistente para el estado
t = 0.2, η = 0.5. La ĺınea continua cumple las consistencias termodinámicas, pero no el ZST. La ĺınea
discontinua representa la solución ZSEP y corresponde a la solución con significado f́ısico.

g(r) en la discontinuidad (ver ecuación (4.15)), y por tanto no van a suponer una res-

tricción importante sobre el comportamiento a distancias cortas (r < σ), y desde luego,

ninguna para r = 0.

Se realizó también un estudio del comportamiento observado al recorrer una isoter-

ma en el plano η − t. Se observó que siempre se llega a un valor ĺımite de fracción de

empaquetamiento por encima del cual la ecuación integral deja de converger. Pueden

extraerse algunas conclusiones analizando el comportamiento de la inversa del factor

de estructura (figura 4.5) para varias fracciones de empaquetamiento y una misma

temperatura de t = 0.2. El conjunto de gráficas no presenta la tendencia esperada en

una fase parcialmente ordenada (S−1(k) → 0 para k0 6= 0). La falta de convergencia

no parece deberse por tanto a la proximidad a la fase sólida, sino más bien a una

limitación de la relación de cierre. Sin embargo, estos estados estaŕıan en una región

de coexistencia ĺıquido-sólido atendiendo a la regla de solidificación de Hansen-Verlet

[Hansen y Verlet (1969)], según la cual, el sistema solidifica cuando el máximo del fac-

tor de estructura alcanza un valor de 2.85. Esta regla emṕırica ha resultado ser válida

para modelos de poĺımeros estrella con potenciales que presentan una singularidad lo-
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Figura 4.5: Inversa del factor de estructura del sistema para una temperatura t = 0.2 y fracciones de
empaquetamiento η = 0.5 (ĺınea continua), η = 0.7 (ĺınea discontinua) y η = 0.9 (ĺınea de raya-punto).

gaŕıtmica a distancia cero [Watzlawek et. al. (1999)]. Por ello, puede considerarse como

un sólido argumento también en el contexto de este modelo. Por otro lado, los valores

del ĺımite de convergencia que se encontraron están de acuerdo con el diagrama de fases

propuesto por Likos et. al. (1998).

Se pueden representar en el plano η − t los valores ĺımite alcanzados por la ecua-

ción ZSEP (figura 4.6). Se entiende por valor ĺımite aquél a partir del cual, estados de

mayor fracción de empaquetamiento o menor temperatura, son ya inalcanzables por

la ecuación integral. Aunque los resultados no son del todo concluyentes, śı parecen

indicar que el fluido de esferas interpenetrables no posee un diagrama de fases con fases

reentrantes como el encontrado para otros potenciales acotados [Stillinger y Stillinger

(1997),Watzlawek et. al. (1999)]. La explicación rigurosa de este fenómeno de aparición

de diagramas de fase reentrantes según el tipo de interacción supuesta, la dan Likos et.

al. (2001) y sus conclusiones confirman aún más los resultados obtenidos en la apro-

ximación ZSEP. Ellos analizan un potencial genérico al que imponen únicamente que

sea repulsivo, acotado y que decaiga a cero suficientemente rápido a largas distancias.
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Figura 4.6: Región de soluciones accesibles a la ecuación integral con la aproximación ZSEP

Con estas condiciones, pueden afirmar que, aquellos casos en los que la transformada

de Fourier del potencial es definida positiva, el diagrama de fases presentará una fase

de fusión reentrante. En los que esto no ocurre (como es el caso del potencial escalón

aqúı estudiado), siempre habrá una densidad, dada una temperatura, a la que el sistema

solidifica formando agrupamientos de part́ıculas con múltiple ocupación (agregados).

Otro aspecto interesante de este sistema aparece en el estudio de régimen de tempe-

ratura y densidad altas. La figura 4.7 refleja la tendencia del sistema a adoptar la forma

de gas ideal en estas condiciones, debido a la disminución de la barrera de enerǵıa que

impide la ocupación múltiple. Como consecuencia, la estructura del fluido se difumina

y part́ıculas de esferas de coordinación vecinas solapan. En la misma gráfica, se ve este

hecho al representar el número de coordinación

n(r) = 24η

∫ r

0

dx x2g(x) (4.18)

que da una idea del número de part́ıculas que (en promedio) tienen situado su centro a

una distancia entre 0 y r del centro de una dada. Cuando aumenta aún más la densidad,

aunque la ocupación múltiple de la región de solapamiento también aumenta (incluso

deja de haber valores nulos de la g(r) en esta región), el fluido vuelve a adoptar una

cierta estructura en la primera y segunda esfera de coordinación. Este fenómeno puede
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Figura 4.7: Función de correlación par y número de coordinación n(r) (parte derecha del eje Y de
coordenadas) en la aproximación ZSEP en condiciones extremas. Para una misma temperatura t = 16,
se ha dibujado en ĺınea continua (y discontinua) la g(r) (n(r)) para η = 12. La ĺınea de raya-punto (y
ĺınea de puntos) corresponde a la g(r) (n(r)) para η = 2

interpretarse de una manera intuitiva. Al aumentar aún más la densidad, también lo ha

hecho la cantidad de part́ıculas que han solapado total o parcialmente. A partir de un

número, este agrupamiento supone, frente a una nueva part́ıcula que intentara formar

parte de él, una barrera de enerǵıa insalvable. Aśı, las nuevas part́ıculas empiezan a

situarse en una segunda esfera de coordinación.

Finalmente, se analizó la forma de la función puente bZSEP para valores de los

parámetros correspondientes a dos fracciones de empaquetamiento: η = 0.3 (izquierda)

y η = 0.5 (derecha), y dos temperaturas: t = 0.2 (gráficas superiores) y t = 0.1

(gráficas inferiores). En la figura 4.8 está representada dicha función comparada con

la extráıda de los datos de simulación correspondientes. Estos se obtuvieron utilizado

el procedimiento de extensión de Verlet [Verlet (1968)]. Como se ve en esta figura,

existen importantes discrepancias entre las funciones puente ZSEP y las obtenidas a

partir de datos de simulación, aun teniendo muy buena concordancia las funciones

de distribución radial a las que conducen. Estas corresponden a las inconsistencias

residuales que también se observan (ver tablas 4.1 y 4.2) y se deben a varias razones:
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Figura 4.8: La función puente extráıda de los datos de simulación (ćırculos) y ZSEP (ĺınea continua).
A la derecha, se representan los estados η = 0.3 para temperaturas t = 0.2 (superior) y t = 0.1
(inferior), y de forma equivalente aparecen a la derecha los resultados correspondientes a η = 0.5.

Existen errores numéricos introducidos al aplicar el método de extracción de la

función puente a partir de los datos de simulación (alcance finito de las funciones

de distribución, dispersión de los datos a distancias próximas a cero, etc.).

No puede asegurarse que, con el método de minimización utilizado, se encuentre

el mı́nimo absoluto de ΦR o un mı́nimo local acusado.

Hay que recordar que se introdujo una aproximación en la resolución de la propia

teoŕıa ZSEP: se han utilizado los mismos valores de los parámetros ZSEP para la

función puente del d́ımero y del monómero, cuando en la aplicación estricta de

la ecuación ZSEP debeŕıan tomar valores diferentes [Lee (1997)].

Queda vista aśı una aplicación de la relación de cierre ZSEP y la importancia

que supone en ciertos casos la imposición de consistencias no sólo globales (como las

termodinámicas), sino también locales (ZST).

La relación ZSEP se utilizará más adelante en el contexto de sistemas con grados

de libertad congelados (Caṕıtulo 5).
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Caṕıtulo 5

FORMALISMO GENERAL

Como ya se comentó en la Introducción, el estudio de fluidos confinados en me-

dios porosos desordenados se puede llevar a cabo considerando el fluido sometido a un

campo externo de confinamiento (generado por las part́ıculas de la matriz) que vaŕıa

de acuerdo a una determinada distribución de probabilidad. Sin embargo, se logra un

enfoque mucho más general al considerar la matriz porosa resultado de la congelación

(quenching) de los grados de libertad translacionales de algunas de las especies de una

mezcla multicomponente. Aśı formulado, el fluido confinado en una matriz porosa de-

sordenada viene a ser un caso particular de lo que se conoce como sistemas parcialmente

congelados (partly quenched systems), de los que un ejemplo paradigmático es el vidrio

de esṕın. Aśı, se expone en una primera parte del Caṕıtulo cómo es posible extender el

formalismo de la F́ısica Estad́ıstica de equilibrio para tratar estos sistemas en los que

el equilibrio termodinámico es sólo parcial.

Una vez vistas las bases y el desarrollo de todo el formalismo, se presenta una

aplicación del mismo: el fluido de esferas duras confinado en una matriz de esferas

duras. El modelo ha sido estudiado en la aproximación ZSEP, para lo cual se han

tenido que extender los teoremas de separación cero al caso del sistema parcialmente

congelado. El último apartado está dedicado a la extensión del formalismo al caso más

general de fluido y matriz multicomponentes, lo que ha servido como base para la

introducción de polidispersidad en estos sistemas.
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5.1. El método de la réplica

Se va a estudiar, desde un punto de vista teórico, un fluido confinado en un medio

poroso desordenado. Esta mezcla binaria tiene la peculiaridad de estar formada por dos

componentes que no están en equilibrio, ya que uno de ellos tiene sus grados de libertad

translacionales congelados. Precisamente debido a esta caracteŕıstica de no equilibrio

del sistema global, se necesita un tratamiento especial del mismo. En el sistema hay un

conjunto de N0 part́ıculas situadas en las posiciones qN0 = {q1,q2, ...,qN0}, con una

densidad de probabilidad P (N0)(qN0). Esta especie inmóvil forma una estructura de

obstáculos (matriz porosa). Las N1 part́ıculas del otro componente, el fluido, pueden

moverse por el espacio que la matriz ha dejado libre. Esta especie śı está equilibrada a

una temperatura inversa β, con una densidad de probabilidad P (rN1|qN0), dependiente

de la distribución de las part́ıculas de la matriz. Para calcular cualquier propiedad del

fluido, habrá entonces que realizar dos promedios diferentes: uno termodinámico sobre

las posiciones de las part́ıculas del fluido (utilizando P (rN1|qN0)), para una configu-

ración concreta de la matriz y otro, sobre todas las posibles configuraciones de esta

última. Es este doble promedio el que hace que las relaciones que proporciona la F́ısica

Estad́ıstica de equilibrio no puedan aplicarse, al menos de manera inmediata.

Sin embargo, las técnicas que la teoŕıa utiliza se han extendido, sentando aśı las

bases del tratamiento de los llamados sistemas parcialmente congelados (también lla-

mados quenched-annealed systems). Dicha extensión pasa por la utilización del método

de la réplica [Edwards y Anderson (1975);Edwards y Jones (1976)], que se presenta a

continuación.

Volviendo a las propiedades del sistema, y a la aplicación del doble promedio, se

puede plantear el cálculo de la enerǵıa libre del fluido confinado de la siguiente manera.

Manteniendo la notación utilizada hasta ahora, el sub́ındice 0 se va a referir a la matriz,

y el sub́ındice 1, al fluido. Para una configuración dada de la matriz {qN0}, la enerǵıa

libre del fluido en el colectivo canónico tendŕıa la expresión

−βF1(q
N0) = logZ1(q

N0) = log

(
1

N1!

∫
d{r}N1 exp[−β(H01(r

N1 ,qN0)+H11(r
N1 ;qN0))]

)
(5.1)

donde Z1(q
N0) es la función de partición del fluido. Se va suponer que la distribución de

las part́ıculas de la matriz puede describirse también en el colectivo canónico (N0, V, T0)

a través de un Hamiltoniano H00. Realizando el promedio sobre configuraciones de
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matriz se obtiene la expresión final de la enerǵıa libre que se buscaba

−βF̄1 =
1

N0!Z0

∫
d{qN0} exp[−β0H00(q

N0)] logZ1(q
N0) (5.2)

En principio no se podŕıa manipular más esta expresión, debido a la presencia del

logaritmo dentro de la integral. Llegados a este punto, se acude a la siguiente relación

matemática, resultado de la definición de la función logaritmo (o exponencial) como

ĺımite

log x = ĺım
s→0

d

ds
xs (5.3)

Aplicándola a (5.2), y sustituyendo en un segundo paso Z1(q
N0) por su definición

− βF̄1 = ĺım
s→0

d

ds

1

N0!Z0

∫
d{qN0} exp[−β0H00(q

N0)]

[
Z1(q

N0)

]s

= ĺım
s→0

d

ds

1

N0!Z0

(
1

N1

)s ∫
d{qN0}

(
d{rN1}

)s

(5.4)

× exp

[
−β0H00(q

N0)− β
s∑

λ=1

(
H

(λ)
01 (rN1 ,qN0) +H

(λ)
11 (rN1 ;qN0)

)]

El exponente de la relación (5.4) se puede agrupar en un único Hamiltoniano al que

se denota por Hrep(rN1 ,qN0)

βHrep(rN1 ,qN0) =
β0

β
H00(q

N0) +
s∑

λ=1

(
H

(λ)
01 (rN1 ,qN0) +H

(λ)
11 (rN1 ;qN0)

)
(5.5)

El Hamiltoniano aśı escrito es el que describiŕıa a un sistema completamente equi-

librado de (s + 1) componentes: la matriz y s copias idénticas que no interaccionan

entre śı (réplicas) - de ah́ı el nombre del método - de un componente tipo fluido. Se

denomina a esta peculiar mezcla sistema replicado.

Supuestos potenciales de interacción par entre las part́ıculas de matriz, de fluido y
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en las interacciones cruzadas matriz-fluido, puede escribirse

βHrep =

N0∑
i<j=1

β0

β
u00(qi,qj)

+

N0∑
i=1

sN1∑
j=1

u01(qi, r
(λ)
j ) (5.6)

+

sN1∑
i<j=1

u11(r
(λ)
i , r

(γ)
j )δλγ

donde ahora los sumatorios se extienden a las posiciones de la matriz, y de las sN1

part́ıculas de las s réplicas de fluido. En el último sumando, la δλγ asegura que sólo

hay interacción entre part́ıculas pertenecientes a la misma réplica.

De esta manera se ha reducido el problema del sistema parcialmente congelado al

de una mezcla completamente equilibrada. Puede por tanto ser estudiado directamente

por la F́ısica Estad́ıstica de equilibrio, llevando todas las expresiones en último término

al caso ĺımite s→ 0 para reproducir el sistema parcialmente congelado.

Aśı por ejemplo, volviendo al cálculo de la enerǵıa libre, sustituyendo (5.5) en (5.4)

−βF̄1 =
1

Z0

ĺım
s→0

d

ds

1

N0!(N1!)s

∫
d{qN0}

(
d{rN1}

)s

exp[−βHrep] (5.7)

La integral que aparece en (5.7) es precisamente la función de partición del sistema

replicado Zrep(s), de forma que puede escribirse

−βF̄1 =
1

Z0

ĺım
s→0

d

ds
Zrep(s) (5.8)

Es importante tener en cuenta que Zrep(s = 0) = Z0, y puede por tanto conmutar

con el ĺımite, de forma que

1

Z0

ĺım
s→0

d

ds
Zrep(s) = ĺım

s→0

1

Zrep(s)

d

ds
Zrep(s) = ĺım

s→0

d

ds
logZrep(s) (5.9)

donde se reconoce la enerǵıa libre del sistema replicado −βF rep(s) = logZrep(s). Aśı se

obtiene finalmente la relación entre la enerǵıa libre del sistema parcialmente congelado

(no equilibrado) y el replicado (equilibrado y tratable mediante la F́ısica Estad́ıstica

de Equilibrio).

−βF̄1 = ĺım
s→0

d

ds
[ −βF rep(s) ] (5.10)
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5.2. Las ecuaciones ROZ

La estructura del sistema parcialmente congelado vendrá descrita por el correspon-

diente conjunto de funciones de correlación. Estas se definen a partir de las funciones

densidad de probabilidad asociadas a cada tipo de interacción [Rosinberg et. al. (1994)].

Aśı por ejemplo, la fluido-fluido

ρ(1)ρ(2)h11(1,2) = ρ
(2)
11 (1,2)− ρ(1)ρ(2) (5.11)

donde, por definición

ρ
(2)
11 (1,2) = ρ

(2)
11 (1,2;qN0) (5.12)

representando mediante la barra el promedio sobre configuraciones de matriz. Por otro

lado, para una {qN0} determinada, el fluido es un sistema equilibrado, por lo que

ρ
(2)
11 (1,2;qN0) = − 2

β

δ log Ξ1(q
N0)

δu11(1,2)
(5.13)

supuesto un potencial par u11(1,2). Sustituyendo en la ecuación (5.12) y recordando

que en el sistema replicado las copias del fluido no interaccionan entre śı, se puede

escribir

ρ
(2)
11 (1,2) = 2

δF̄1

δu11(1,2)

= 2 ĺım
s→0

d

ds

δF rep(s)

δu11(1,2)
(5.14)

= ĺım
s→0

ρ
(2)rep
11 (1,2)

y según esto h11 = ĺım
s→0

hrep
11 . Además, como la matriz es estad́ısticamente homogénea,

podrá escribirse ρ(1) = ρ1 y h11(1,2) = h11(12), manteniendo la notación de caṕıtulos

anteriores. Queda aśı establecida la relación entre la estructura del sistema parcialmente

congelado y del sistema replicado asociado a él.

Esta relación permite además plantear las ecuaciones OZ del sistema matriz-fluido

como caso ĺımite de las correspondientes al sistema replicado [Given y Stell (1992);

Given y Stell (1994)].

Aśı, para la mezcla equilibrada de (s + 1) componentes, el conjunto de ecuaciones
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OZ desglosado en las diferentes interacciones que en ella se dan es

hrep
00 = crep

00 + ρ0c
rep
00 ⊗ hrep

00 + sρ1c
rep
01 ⊗ hrep

10

hrep
10 = crep

10 + ρ0c
rep
10 ⊗ hrep

00 + ρ1c
rep
11 ⊗ hrep

10 + (s− 1)ρ1c
rep
12 ⊗ hrep

10

hrep
11 = crep

11 + ρ0c
rep
10 ⊗ hrep

01 + ρ1c
rep
11 ⊗ hrep

11 + (s− 1)ρ1c
rep
12 ⊗ hrep

12 (5.15)

hrep
12 = crep

12 + ρ0c
rep
10 ⊗ hrep

01 + ρ1c
rep
11 ⊗ hrep

12 + ρ1c
rep
12 ⊗ hrep

11

+ (s− 2)ρ1c
rep
12 ⊗ hrep

12

Se han hecho las siguientes consideraciones al escribir el conjunto de ecuaciones

(5.15):

1. Se ha utilizado el supeŕındice rep para hacer expĺıcito que estas funciones de

correlación son las correspondientes al sistema replicado.

2. Para simplificar la notación, se ha omitido la dependencia de cada función en

las variables 12, y se ha representado simbólicamente la convolución de cada

ecuación OZ, de forma que crep
ij ⊗ hrep

ij =
∫
d3 crep

ij (13)hrep
ij (32).

3. Para que el sistema fuera completo, habŕıa que añadir una ecuación para las

correlaciones matriz-fluido (01). No se ha escrito expĺıcitamente porque se va a

utilizar siempre la simetŕıa del sistema, que fuerza a que las correlaciones matriz-

fluido sean iguales a las fluido-matriz (f rep
01 = f rep

10 , para cualquier función del

sistema).

4. Al desarrollar las ecuaciones de las correlaciones fluido-fluido y réplica-réplica,

hay que tener en cuenta dos situaciones: que las part́ıculas pertenezcan a una

misma réplica (f rep
11 ) y que pertenezcan a réplicas diferentes (f rep

12 ).

Una vez planteado el sistema de ecuaciones para el sistema replicado, debe tomarse

el caso ĺımite s → 0, quedando las llamadas ecuaciones ROZ (Replicated Ornstein-

Zernike) correspondientes al sistema parcialmente congelado

h00 = c00 + ρ0c00 ⊗ h00

h10 = c10 + ρ0c10 ⊗ h00 + ρ1c11 ⊗ h10 − ρ1c12 ⊗ h10

h11 = c11 + ρ0c10 ⊗ h01 + ρ1c11 ⊗ h11 − ρ1c12 ⊗ h12 (5.16)

h12 = c12 + ρ0c10 ⊗ h01 + ρ1c11 ⊗ h12 + ρ1c12 ⊗ h11

− 2ρ1c12 ⊗ h12
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donde, las funciones fij = ĺım
s→0

f rep
ij .

Como puede verse, la ecuación para las correlaciones matriz-matriz ha quedado des-

acoplada del resto, reproduciendo una vez más la situación experimental, en la que la

distribución de la matriz es independiente de la del fluido. Otro aspecto a comentar al

observar estas ecuaciones es que existen correlaciones entre part́ıculas pertenecientes a

réplicas diferentes, aunque no haya interacción entre ellas. Será importante recordarlo

a la hora de dar una interpretación f́ısica a las funciones h12 y c12.

Es habitual en el ámbito de medios porosos y teoŕıa de percolación descomponer

las funciones de correlación fluido-fluido en dos sumandos [Given y Stell (1992)]

h11 = hc + hb (5.17)

c11 = cc + cb (5.18)

donde el sub́ındice c está asociado a la llamada parte conexa de la función, y el b a

la parte de bloqueo (en inglés connected y blocking part, respectivamente). El nombre

de estas funciones está directamente relacionado con su significado f́ısico. La primera

corresponde a las correlaciones entre dos part́ıculas de fluido mediadas únicamente por

otras part́ıculas de fluido. Por contra, en la función hb están recogidas correlaciones

entre dos part́ıculas de fluido mediadas por una o más part́ıculas de matriz. En una

situación ĺımite de densidad de matriz muy alta, el espacio libre al que el fluido puede

acceder queda dividido en cavidades, sin que haya conectividad entre ellas. Puede

decirse que en este caso hc estaŕıa describiendo las correlaciones entre part́ıculas de

fluido localizadas en una misma cavidad, mientras que hb se referiŕıa a part́ıculas de

cavidades diferentes.

Esta idea intuitiva es la conclusión de un análisis riguroso del desarrollo en diagra-

mas de Mayer de la función h11. En todos ellos habrá dos puntos ráız (coordenadas

no integradas) correspondientes a part́ıculas de fluido unidos a través de caminos de

enlaces de funciones de Mayer y puntos campo (coordenadas integradas). Estos últimos

corresponderán tanto a part́ıculas de fluido como de matriz. Aśı, la parte conexa hc, es

la suma de aquellos diagramas en los que todos los caminos que unen dos puntos ráız

pasan únicamente por puntos campo de la especie 1, es decir, del fluido. Por contra, la

parte de bloqueo hb agrupa a todos aquellos diagramas en los que cualquier camino que

una los dos puntos ráız pasa al menos por un punto campo de la especie 0 (matriz).
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Por otro lado, y en función de la densidad de probabilidad de una y dos part́ıculas,

estas funciones se definen como

ρ2
1hc(12) = ρ

(2)
11 (12)− ρ1(1;qN0)ρ1(2;qN0) (5.19)

ρ2
1hb(12) = ρ1(1;qN0)ρ1(2;qN0)− ρ2

1 (5.20)

Al utilizar el método de la réplica, se ha definido de manera indirecta la función hb.

Recordando que dos part́ıculas de réplicas diferentes no interaccionan entre śı, está claro

que las correlaciones entre ellas aparecen exclusivamente por mediación de la matriz,

con la que śı interaccionan. Dicho de otro modo, en los diagramas del desarrollo de

h12 únicamente se encontrarán caminos que pasen por uno o más puntos campo de la

especie matriz. Es decir, h12 = hb y puede escribirse

h11 = hc + h12 (5.21)

c11 = cc + c12 (5.22)

ya que todo lo dicho es aplicable tanto a la función de correlación total como directa.

Finalmente, las ecuaciones ROZ (5.16) se pueden reescribir según las nuevas fun-

ciones, eliminando las contribuciones de la parte de bloqueo. Quedan entonces de la

forma

h00 = c00 + ρ0c00 ⊗ h00

h10 = c10 + ρ0c10 ⊗ h00 + ρ1cc ⊗ h10

h11 = c11 + ρ0c10 ⊗ h01 + ρ1c11 ⊗ hc + ρ1cc ⊗ h11 − ρ1cc ⊗ hc (5.23)

hc = cc + ρ1cc ⊗ hc

Aśı escrito el sistema de ecuaciones, parece que se ha desacoplado por completo la

parte conexa de la función fluido-fluido (hc). Sin embargo, esto es algo engañoso, ya que

el sistema necesita para su resolución las relaciones de cierre correspondientes a cada

interacción. Es decir, habrá una relación para las interacciones matriz-matriz, fluido-

matriz, fluido-fluido y réplica-réplica (con la peculiaridad de que u12 = 0); pero no hay

una interacción asociada a la parte conexa. De modo que de una forma o de otra, la

única ecuación del sistema que puede resolverse de manera independiente (junto con

su relación de cierre) es la correspondiente a h00.
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5.3. Propiedades del fluido confinado

Se plantea en esta sección el cálculo de propiedades termodinámicas del fluido con-

finado, aśı como de su factor de estructura.

En la Sección anterior se ha llegado a una expresión para la enerǵıa libre del fluido

en función de la enerǵıa libre del sistema replicado. Por sencillez, se ha presentado

el desarrollo completo en el colectivo canónico. Sin embargo parece más apropiado

utilizar un colectivo canónico para la descripción de la matriz, y macrocanónico para

el fluido [Rosinberg et. al. (1994)]. Puede decirse que esta elección reproduce mejor la

situación experimental. En ella, la matriz fija queda caracterizada por su densidad, por

lo que no parece necesario tener en cuenta fluctuaciones en el número de part́ıculas

(colectivo canónico). En cuanto a las part́ıculas de fluido que se van insertando en

ella, se encontrarán en contacto con un baño que fije el valor de su potencial qúımico

(colectivo macrocanónico). Se puede demostrar que existe la equivalencia habitual entre

este colectivo y el canónico [Rosinberg et. al. (1994)].

Desde este punto de vista, puede calcularse la variación de la enerǵıa libre del

sistema. Se seguirán para ello los pasos marcados por el método de la réplica

1. Se calcula la variación de la enerǵıa libre del sistema replicado

dF rep(s) = −P rep(s)dV − Srep(s)dT − sN rep
1 (s)dµ1 + µrep

0 (s)dN0 (5.24)

donde, con la notación habitual, P rep(s) y Srep(s) corresponden a la presión y

entroṕıa respectivamente, y µrep
i (s), al potencial qúımico del componente i, todo

ello referido al sistema replicado.

2. Se lleva la expresión dF rep(s)/ds al caso ĺımite s→ 0 para obtener dF̄1

dF̄1 = ĺım
s→0

[
−dP

rep(s)

ds
+ ρ0

dµrep
0 (s)

ds

]
dV

− ĺım
s→0

dSrep(s)

ds
dT −N rep

1 (s = 0)dµ1 (5.25)

+ ĺım
s→0

dµrep
0 (s)

ds
V dρ0

donde, se han agrupado los factores de dV , dejando además la expresión en

función de la densidad de la matriz ρ0 en vez de en su número de part́ıculas N0.
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De la ecuación (5.25) pueden extraerse de la manera habitual las relaciones entre

las propiedades termodinámicas, del fluido confinado

P1 ≡ −∂F̄1

∂V

∣∣
T,µ1,ρ0

= ĺım
s→0

d

ds
[P rep(s)− ρ0µ

rep
0 (s)] (5.26)

S1 ≡ −∂F̄1

∂T

∣∣
V,µ1,ρ0

= ĺım
s→0

dSrep(s)

ds
(5.27)

N1 ≡ −∂F̄1

∂µ1

∣∣
V,T,ρ0

= N rep
1 (s = 0) (5.28)

donde, en todas las relaciones se mantiene la densidad de la matriz constante, acorde

con la situación experimental. La ecuación (5.28) muestra una vez más que del sistema

replicado se recuperan las propiedades del parcialmente congelado, como asegura el

método de la réplica.

Para el cálculo del potencial qúımico del fluido, apelando a la equivalencia entre

colectivos antes mencionada, se puede expresar F̄1 en el canónico y calcular de nuevo

dF̄1. Todos los términos de la relación (5.24) se mantendŕıan iguales, excepto −sN1dµ1,

que se sustituiŕıa por sµ1dN1.

µ1 ≡
∂F̄1

∂N1

∣∣∣∣
V,T,ρ0

= µrep
1 (s = 0) (5.29)

Las relaciones (5.26)-(5.28) y (5.29), permiten trabajar directamente sobre el sis-

tema replicado, pudiendo acudir a las expresiones de los sistemas equilibrados para

calcular las diferentes magnitudes (ver Caṕıtulo 3).

Sin embargo, hay que ser muy cuidadoso al pasar al caso ĺımite s → 0, ya que

en ocasiones habrá que realizar la derivada respecto al número de réplicas de forma

expĺıcita, problema que en general no se sabe resolver.

Empezando por la presión, la expresión para el sistema replicado tendrá la forma

βP rep(s) = ρ0 + sρ1(s)−
β

6

∫
d12 r [ ρ2

0g
rep
00 (s) (r12 · ∇(

β0

β
u00))

+ sρ2
1g

rep
11 (s) (r12 · ∇u11) (5.30)

+ sρ1ρ0g
rep
10 (s) (r12 · ∇u10) ]

donde, para aligerar la notación, se ha optado por no hacer expĺıcita la dependencia

en las coordenadas de las part́ıculas de las funciones de correlación y los potenciales
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de interacción. Se ha tenido en cuenta además que u12 = 0. Sustituyendo (5.30) en la

expresión (5.26)

P1 − ρ0
∂βP1

∂ρ0

∣∣∣∣
T,µ1

= ρ1 −
β

6

∫
d12 r [ ρ2

0

dgrep
00 (s)

ds
(r12 · ∇(

β0

β
u00))

+ ρ2
1g11 (r12 · ∇u11) (5.31)

+ ρ1ρ0g10 (r12 · ∇u10) ]

El término
dgrep

00 (s)

ds
impide en general calcular la presión del fluido confinado.

En cuanto al potencial qúımico, siguiendo la ecuación (5.29), se trata únicamente

de tomar el ĺımite s → 0 de la expresión para la misma magnitud del componente 1

del sistema replicado. De tal manera que

µex
1 = ĺım

s→0

(
ρ0

[
10
]rep

+ ρ1

[
11
]rep

+ (s− 1)ρ1

[
12
]rep
)

= ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
12
]

(5.32)

donde, cada corchete representa la suma[
1i
]

=

∫
d1d2 [ s1i(12) + b1i(12)− h1i(12) +

1

2
h1i(12)s1i(12) + h1i(12)b1i(12) ]

−S∗1i (5.33)

siendo S∗1i la función estrella definida en la ecuación (3.9).

Puede calcularse también la enerǵıa interna del fluido confinado

U1 =
∂(βF̄1)

∂β

∣∣∣∣
V,ρ0

= ĺım
s→0

d

ds

∂(βF rep)

∂β

∣∣∣∣
V,ρ0

= ĺım
s→0

d

ds
U rep

1 (5.34)

Aśı, puede escribirse la expresión de la enerǵıa interna de exceso, de nuevo recor-

dando que u12 = 0

U ex
1

V
=

1

2

∫
d12 [ρ2

1g11u11 + 2ρ1ρ0g10u10] (5.35)

Finalmente, se puede deducir la ecuación de la compresibilidad en este sistema.

Para ello, hay que analizar las fluctuaciones en el número de part́ıculas de fluido.
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Considerando únicamente el fluido para una configuración dada de la matriz, se cumple

que ∫
d1 ρ1(1;qN0) =< N1(q

N0) > (5.36)∫
d1d2ρ

(2)
1 (1,2;qN0) =< N1(q

N0)2 > − < N1(q
N0) > (5.37)

En estas expresiones hay que realizar el promedio sobre configuraciones de matriz.

Introduciendo en (5.37) la definición de hc (5.19), y reordenando términos∫
d1ρ1(1) = N1 (5.38)

1 +

∫
d12 ρ2

1hc(12) =
1

N1

[
< N1(qN0)2 >−

(
< N1(qN0) >

)2]
(5.39)

donde se reconoce la definición de la compresibilidad isoterma en el segundo miembro

de la igualdad

1 + ρ1

∫
d12 hc(12) =

ρ1

β
χ1 (5.40)

Si se tiene en cuenta la ecuación ROZ correspondiente a hc en (5.23), se puede

escribir la ecuación de la compresibilidad (5.40) en función de cc[
1− ρ1

∫
d12 cc(12)

]−1

=
ρ1

β
χ1 (5.41)

Existe un paralelismo entre esta expresión y la equivalente en sistemas equilibrados

(ecuación (3.2)), de hecho son formalmente iguales, pero no aparece aqúı la función de

correlación 11, sino su parte conexa.

Esta caracteŕıstica se presenta también en otra de las funciones respuesta del fluido,

el factor de estructura. Se plantea una expresión para esta magnitud en el caso del

fluido confinado, generalizando las relaciones encontradas en ĺıquidos simples [Hansen

y McDonald (1986)]

S(k) = 1 +
1

N

∫
e−ik(r−r′)ρ

(2)
11 (r, r′,qN)drdr′ (5.42)

= 1 +
1

N

∫
e−ik(r−r′)ρ

(2)
11 (r, r′,qN)− ρ1(r′,qN)ρ1(r,qN)drdr′

+
1

N

∫
e−ik(r−r′)ρ1(r′,qN)ρ1(r,qN)drdr′
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siguiendo con la notación utilizada anteriormente. El último término de esta expresión

es la contribución de la radiación dispersada en la misma dirección que la incidente

(forward scattering) y se suele excluir de la definición de S(k). Dicho término de for-

ward scattering refleja en este caso la estructura de la matriz, que induce en el fluido

inhomogeneidades locales. En el primer sumando de la expresión se reconoce la pre-

sencia de la parte conexa de la función de correlación fluido-fluido (ecuación (5.19)),

por lo que finalmente

S(k) = 1 + ρ1h̃c(k) (5.43)

donde de nuevo se aprecia la misma forma funcional que en el caso de un fluido simple,

habiéndose reemplazado la función 11 por su parte conexa.

Comparando las relaciones (5.43) y (5.40) se observa además que se conserva la

relación entre factor de estructura y compresibilidad isoterma, conocida ya en fluidos

en equilibrio (Caṕıtulo 3) (
∂ρ1

∂βP

)
T

= 1 + ρ1h̃c(0) = S(0) (5.44)

Es comprensible que estas funciones no dependan de correlaciones mediadas por

part́ıculas de matriz (parte de bloqueo). Ambas reflejan una respuesta del sistema frente

a un campo externo, que afecta a los grados de libertad translacionales del mismo. Sin

embargo, las part́ıculas de matriz tienen dichos grados de libertad congelados, por lo

que esta especie no puede responder al campo externo, aunque éste actúa sobre todo el

sistema. Esta dependencia en la parte conexa de las correlaciones fluido-fluido será una

caracteŕıstica general de cualquier función respuesta. Un ejemplo más se verá en el

Caṕıtulo 8, al deducir una expresión para la constante dieléctrica del fluido dipolar

confinado.

Con esta extensión de la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales a los sistemas parcialmente

congelados se puede ya describir tanto su estructura como la termodinámica asociada

a ellos.

5.4. Simulación GCMC del fluido confinado

Se presenta a continuación y a grandes rasgos lo que seŕıa un estudio mediante

simulación numérica de un fluido que se mueve en el seno de una matriz porosa desor-
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denada [Lomba et. al. (1993)]. Estos cálculos se suelen llevar a cabo mediante métodos

Monte Carlo en el colectivo macrocanónico (GCMC) [Allen y Tildesley (1982)]. Esta

técnica es la más apropiada cuando el volumen accesible al ĺıquido ha quedado como

en este caso, dividido en regiones (poros) con una mayor o menor conectividad entre

ellas.

De forma esquemática, el procedimiento consta de los siguientes pasos:

1. Se generan las posibles configuraciones de matriz. Para ello, se realiza una simu-

lación Monte Carlo de las part́ıculas de la matriz interaccionando mediante el

potencial u00(12) y con una densidad ρ0 = N0/V . De entre las configuraciones de

equilibrio de dicha simulación se extraen posteriormente un número determinado

configuraciones que puedan considerarse independientes.

2. Para cada una de las configuraciones de matriz escogidas se realiza una simu-

lación GCMC, equilibrando ahora las part́ıculas de fluido y manteniendo fijas

las posiciones de las part́ıculas de matriz. Para ello, se insertan las part́ıculas de

fluido: se escoge de forma aleatoria una posición del espacio y se acepta o recha-

za dicha posición teniendo en cuenta la interacción con el resto de part́ıculas de

fluido y con las part́ıculas de matriz. En la simulación GCMC hay tres posibles

tipos de movimiento:

Desplazamiento de una part́ıcula.

Eliminación de una part́ıcula.

Inserción de una part́ıcula.

Cada uno de estos movimientos tiene asociado una probabilidad de aceptación

dependiente del potencial qúımico µ1 y de las interacciones de la part́ıcula. Este

es el dato de entrada de la simulación, obteniendo como resultado después de

equilibrar el sistema una densidad media ρ1 = N1/V .

3. Las funciones de correlación, aśı como las propiedades del fluido se calcularán

entonces para cada configuración de matriz de la manera habitual.

4. Finalmente se realiza el promedio sobre configuraciones de matriz de las propie-

dades calculadas en cada simulación de fluido.
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Mención especial merece el cálculo de la función h12 mediante simulación. Este se

realiza a partir de la definición (5.20). Para cada configuración de matriz, se determina

la función densidad de una part́ıcula del fluido de la forma

< ρ1(1) >=<

N1∑
i=1

δ(r1 − ri) > (5.45)

donde < ... > representaŕıa el promedio sobre configuraciones del fluido. Se sobreen-

tiende en esta notación simplificada la dependencia de ρ1(1) en la configuración de la

matriz ρ1(1;qN
0 ). En la expresión (5.20) aparece también la densidad media del fluido

ρ1 =
< N1(qN0) >

V
(5.46)

donde aparecen los dos tipos de promedio realizados: < ... >, sobre configuraciones

de fluido para cada configuración de matriz y ..., sobre las configuraciones de matriz

utilizadas (esto es, sobre el desorden topológico).

Para determinar < ρ1(1) >, se divide el volumen de simulación en celdas. Cerca del

punto r = 0 los errores estad́ısticos de h12 son mayores. La razón de este hecho se ha

atribuido [Meroni et. al. (1996)] a la lenta difusión de las part́ıculas de una celda a otra.

También ocurre en general que el muestreo de una propiedad que depende de la posición

absoluta es bastante más pobre que el de funciones dependientes de la separación entre

pares de part́ıculas. Este es precisamente el caso de la parte de bloqueo cuando r = 0

ρ2
1h12(0) = ρ1(1;qN0)ρ1(1;qN0)− ρ2

1 (5.47)

según la definición (5.20). Será importante tener en cuenta esta dificultad cuando se

tomen los resultados de simulación como referencia para determinar la calidad de una

aproximación teórica.

5.5. Una aplicación: el fluido de esferas duras confinado en

una matriz porosa

Se ha expuesto el formalismo general que permite analizar la estructura y propieda-

des termodinámicas de un fluido confinado en una matriz porosa desordenada. Dicho

formalismo se ha aplicado al estudio del fluido de esferas duras confinado.
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Siendo éste el potencial de interacción más sencillo para la descripción de un flui-

do simple libre, se presenta también como una buena opción para validar la teoŕıa

de fluidos confinados. De hecho, la estructura de este modelo hab́ıa sido estudiada

anteriormente mediante teoŕıa (en las aproximaciones HNC, PY, RHNC y RPY) y si-

mulación [Lomba et. al. (1993); Meroni et. al. (1996)]. Se puede determinar al comparar

los resultados obtenidos mediante ambas técnicas que la calidad de las aproximaciones

teóricas es equivalente a la que presentan en fluidos libres. Por otro lado, en cuanto a

las propiedades termodinámicas, hay estudios para diferentes modelos que revelan que

las inconsistencias a las que conducen las aproximaciones teóricas comunes en fluidos

libres se ven incluso acentuadas en su aplicación a fluidos confinados. Un ejemplo de

esto se puede encontrar en el análisis que Vega et. al. (1993) realizan sobre el fluido de

Lennard-Jones confinado.

Esto último motivó volver sobre el modelo del fluido de esferas duras confinado,

esta vez bajo la teoŕıa autoconsistente ZSEP [Fernaud et. al. (1999)] y tomando como

referencia los resultados de simulación de Meroni et. al. (1996). Por una parte, se

comprueba si la aproximación es suficientemente flexible como para adaptarse al nuevo

sistema. Por otra, su uso obliga a utilizar las expresiones del potencial qúımico de las

ecuaciones (5.32) y (5.33), y a generalizar el teorema de separación cero para cada

interacción. De esta manera se ampĺıa la aplicación del método de la réplica a la vez

que se profundiza en el análisis de los sistemas parcialmente congelados.

En este trabajo, se han resuelto las ecuaciones ROZ (5.23) en las aproximaciones

HNC y PY y en la autoconsistente ZSEP para el fluido de esferas duras confinado,

suponiendo varios modelos para la matriz. Se ha establecido de este modo la calidad

de las tres teoŕıas al compararlas entre śı y con los resultados de la simulación.

El esquema de la aproximación ZSEP viene a ser el mismo que en el caso equilibrado.

Cada una de las interacciones que aparecen en el sistema (matriz-matriz (00), fluido-

matriz (10), fluido-fluido (11), réplica-réplica (12)) tiene asociada una relación de cierre

de la forma habitual

hij(r) = exp[ −βuij(r) + hij(r)− cij(r) + bZSEP
ij (r) ] ; i, j = 0, 1, 2 (5.48)

Cada función puente bZSEP
ij (r) presenta la forma funcional expuesta en el Caṕıtulo
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4, ecuación (4.5)

bZSEP
ij [s?

ij(r)] = −
ψijs

?
ij

2(r)

2

[
1−

αijφijs
?
ij(r)

1 + αijs?
ij(r)

]
(5.49)

Para renormalizar la función de correlación indirecta, se va a utilizar de nuevo un

potencial suave tipo WCA 6:3, esta vez con un valor de kBT/ε = 9. Este es un valor,

ad hoc que no obstante resultó ser adecuado para obtener los parámetros ZSEP que

conducen a soluciones consistentes. La función de correlación indirecta renormalizada

es entonces

s?
ij(r) = sij(r) +

1

2

√
ρiρjf

WCA(r) (5.50)

Como puede verse en la expresión (5.49), ahora aparece un juego de parámetros

ZSEP para cada interacción. Estos se determinarán al requerir el cumplimiento de

relaciones de consistencia, a saber, una termodinámica (la relación de Gibbs-Duhem),

y las consistencias estructurales ZST de cada interacción.

1. La relación de Gibbs-Duhem.

La relación de Gibbs-Duhem para el fluido confinado se deduce aplicando una

vez más el método de la réplica [Rosinberg et. al. (1994)]. En un primer paso,

para el sistema replicado, se tiene la relación

0 = −V dP rep(s) + Srep(s)dT + sN rep
1 (s)dµ1 +N0dµ0(s) (5.51)

Una vez se toma el ĺımite s → 0, suponiendo condiciones de temperatura cons-

tante (dT = 0) y teniendo en cuenta que la densidad de la matriz es también

constante (dρ0), se llega a la expresión final

ρ1dµ1 = dP1 (5.52)

Como ya se vio (ecuación (5.31)), no es posible en general calcular la presión del

virial, por lo que en este caso, la relación de Gibbs-Duhem se utilizará para llegar

mediante ella a un valor que se pueda comparar con la inversa de la compresibi-

lidad isoterma. Aśı, se obtiene la derivada de la presión respecto a la densidad a

temperatura constante por dos v́ıas:
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• La relación de Gibbs-Duhem

∂βP1

∂ρ1

∣∣∣∣
T

= ρ1
∂βµ1

∂ρ1

(5.53)

para lo cual se necesita el potencial qúımico del fluido, obtenido de forma directa

mediante las expresiones (5.32) y (5.33) más la parte ideal, para dos densidades

ρ1 y ρ1 + δρ1. Con estos dos valores se realiza la derivada numérica de la manera

habitual.

• La fórmula directa (ecuación (5.41))

∂βP1

∂ρ1

∣∣∣∣
T

= 1− ρ1

∫
dr cc(r) (5.54)

2. Teoremas de separación cero (ZST).

El ZST para cada interacción se puede extender de manera directa al caso de

sistemas parcialmente congelados utilizando el método de la réplica. De hecho, la

expresión del mismo para el sistema replicado no depende del número de copias s

(ver la expresión del ZST en una mezcla equilibrada, ecuación (3.54)). Por tanto,

el ZST es formalmente igual, cambiando, eso śı, las expresiones de los potenciales

qúımicos a calcular.

En concreto, se van a poder escribir 4 diferentes ZST

log y00(0) = 2βµex
0 − βµex

(0+0) (5.55)

log y10(0) = βµex
0 + βµex

1 − βµex
(1+0) (5.56)

log y11(0) = 2βµex
1 − βµex

(1+1) (5.57)

log y12(0) = 2βµex
1 − βµex

(1+2) (5.58)

En cuanto a los potenciales qúımicos que en ellos aparecen, calculados mediante

el método de la réplica explicado en el apartado anterior

βµex
0 = ρ0

[
00
]

(5.59)

βµex
1 = ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
12
]

(5.60)
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y para los posibles d́ımeros

βµex
(0+0) = ρ0

[
(0 + 0)0

]
(5.61)

βµex
(1+0) = ρ0

[
(1 + 0)0

]
+ ρ1

[
(1 + 0)1

]
− ρ1

[
(1 + 0)2

]
(5.62)

βµex
(1+1) = ρ0

[
(1 + 1)0

]
+ ρ1

[
(1 + 1)1

]
− ρ1

[
(1 + 1)2

]
(5.63)

βµex
(1+2) = ρ0

[
(1 + 2)0

]
+ ρ1

[
(1 + 2)1

]
+ ρ1

[
(1 + 2)2

]
− 2ρ1

[
(1 + 2)3

]
(5.64)

donde, en el caso del d́ımero formado por dos part́ıculas pertenecientes a réplicas

diferentes se contemplan tres posibilidades de interacción con una part́ıcula de

tipo fluido: que ésta pertenezca a la misma réplica que la part́ıcula 1 (
[
(1+2)1

]
),

a la misma que la part́ıcula 2 (
[
(1+2)2

]
), o que no pertenezca a ninguna de esas

dos réplicas (
[
(1 + 2)3

]
). Aunque se ha querido hacer expĺıcito el hecho de que

se puedan dar estas tres situaciones, realmente[
(1 + 2)1

]
=
[
(1 + 2)2

]
(5.65)

ya que en ambos casos, la interacción con una de las part́ıculas que forman el

d́ımero será de tipo fluido-fluido y con la otra, por pertenecer a una réplica

diferente, la interacción será nula.

Estas expresiones generales adquieren formas aún más sencillas cuando, como en

este trabajo, las part́ıculas de fluido y de matriz interaccionan entre śı mediante poten-

ciales tipo esferas duras. Recordando los argumentos que ya se dieron en el Caṕıtulo

3, un d́ımero formado por dos esferas duras interaccionará con otra part́ıcula como

una sola esfera dura. En este sistema, existirán cuatro diámetros de interacción, en

general diferentes: d00, d10, d11 y d12, este último, siempre nulo. Según esto, un d́ımero

se comportará como una part́ıcula de una u otra especie dependiendo de la relación

de diámetros, la composición del d́ımero y la part́ıcula con la que éste interacciona.

Teniendo esto en cuenta, las expresiones (5.55) y (5.57) adquirieren la forma

log y00(0) = βµex
0 (5.66)

log y11(0) = βµex
1 (5.67)

ya que el d́ımero (i+i) se comporta como una sola esfera de la especie i, y por tanto

µex
(i+i) = µex

i .
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En cuanto a la expresión (5.58), sustituyendo las expresiones de los potenciales

qúımicos que en ella aparecen (ecuaciones (5.60) y (5.64), ya particularizadas al caso

de esferas duras) se puede escribir

log y12(0) = 2(ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
12
]
)− (ρ0

[
10
]
+ 2ρ1

[
11
]
− 2ρ1

[
12
]
)

= ρ0

[
10
]

(5.68)

es decir, la función cavidad en el punto r = 0 de dos part́ıculas pertenecientes a réplicas

diferentes únicamente depende de las correlaciones fluido-matriz.

Finalmente, en cuanto al ZST que se refiere a las correlaciones del tipo fluido-matriz,

hay que tener en cuenta diferentes situaciones según la relación entre los diámetros de

las posibles interacciones. Si se sustituyen ahora en (5.56) las expresiones del potencial

qúımico de la matriz (5.59), del fluido (5.60) y el d́ımero correspondiente (5.62), se

pueden distinguir varios casos

Caso A: d11 > d00 y d10 = (d11 + d00)/2.

El d́ımero se comportará como una part́ıcula de fluido tanto frente a una part́ıcula

de matriz, como frente a una de fluido que pertenezca a su misma réplica. En

caso de que pertenezca a una réplica diferente, ésta sólo verá a la part́ıcula de

matriz que compone el d́ımero, recordando que u12 = 0. Según esto la expresión

del ZST quedaŕıa

log y10(0) = (ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
12
]
) + (ρ0

[
00
]
)− (ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
10
]
)

= ρ0

[
00
]
+ ρ1

[
10
]
− ρ1

[
12
]

(5.69)

Caso B: d11 < d00 y d10 = (d11 + d00)/2.

Ahora el d́ımero se comportará como una part́ıcula de matriz al interaccionar con

otra part́ıcula de matriz o con una part́ıcula de fluido, sin hacer distinción alguna

entre si pertenece o no a la misma réplica que la otra part́ıcula que compone

dicho d́ımero

log y10(0) = (ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
12
]
) + (ρ0

[
00
]
)− (ρ0

[
00
]
+ ρ1

[
10
]
− ρ1

[
10
]
)

= ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
12
]

= βµex
1 (5.70)

Caso C: d10 > d11 = d00.

Las interacciones son ahora no aditivas. Esta situación tiene como ĺımite el equi-

valente parcialmente congelado de una mezcla tipo Widom-Rowlinson (WR),
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que se denominará de aqúı en adelante como modelo QWR (del inglés quenched

Widom-Rowlinson). En estas mezclas, las interacciones entre part́ıculas de un

mismo componente son nulas. Sin embargo, si pertenecen a componentes dife-

rentes, las part́ıculas interaccionan mediante un potencial de esferas duras de

diámetro d10.

Al suponer este modelo, cada part́ıcula al interaccionar con el d́ımero, lo hará úni-

camente con una de las part́ıculas que lo componen; aquella que no sea de su

misma especie. Aśı, el ZST correspondiente a las correlaciones cruzadas adquiere

la expresión

log y10(0) = (ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
12
]
) + (ρ0

[
00
]
)− (ρ0

[
10
]
+ ρ1

[
10
]
− ρ1

[
10
]
)

= ρ0

[
00
]
+ ρ1

[
11
]
− ρ1

[
12
]

(5.71)

Una vez extendidas las relaciones de consistencia necesarias, se podŕıa aplicar ya la

teoŕıa ZSEP, como se hizo para un sistema equilibrado. Sin embargo, desde un punto

de vista numérico, el resolver de manera autoconsistente todo el sistema supone un

elevado coste computacional. Por este motivo, y tomando como base el estudio del

fluido libre de esferas duras en la aproximación ZSEP [Lee (1995b)], se propone una

importante simplificación: realizar los cálculos fijando el valor de los parámetros αij y

ψij a la unidad, para las correlaciones 01, 11 y 12.

Por otra parte, no es necesario resolver de nuevo la ecuación correspondiente a

las correlaciones matriz-matriz, ya que se trata de la ecuación OZ del fluido libre de

esferas duras y de nuevo se puede acudir a los resultados que presenta Lee (1995b),

interpolando los valores de los parámetros para las densidades aqúı requeridas.

De este modo, sólo se considera el sistema formado por las tres ecuaciones ROZ

restantes (las correspondientes a las correlaciones fluido-matriz, fluido-fluido y réplica-

réplica). Además, el número de parámetros a determinar mediante la imposición de las

consistencias ha quedado reducido a tres (φ10,φ11 y φ12). Este es también el número de

consistencias estructurales (ZST), por lo que la consistencia termodinámica (relación

de Gibbs-Duhem) sirve únicamente para comprobar la calidad de los resultados.

Se han analizado con esta teoŕıa ZSEP simplificada cuatro modelos diferentes del

fluido de esferas duras confinado en una matriz de esferas duras. Para cada mode-

lo se han elegido varios estados, coincidentes con los estudiados mediante simulación
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numérica por Meroni et. al. (1996). De este modo se establece una comparación entre

la teoŕıa ZSEP y la simulación GCMC. Por último, se recogen también los resultados

teóricos que proporcionan las teoŕıas HNC y PY, sobre los que se espera observar una

mejora al utilizar la teoŕıa ZSEP.

El primer sistema que se ha propuesto es el llamado modelo QWR, para el que

d00 = 0, d10 = σ y d11 = 0.

Como se ha dicho anteriormente, este modelo es la versión parcialmente congelada

de una mezcla tipo WR. La aproximación HNC es exacta para este modelo QWR

[Lomba et. al. (1993)]. Se dispone aśı de una forma de confirmar la validez de todo el

proceso numérico utilizado, estableciendo además su precisión.

Se detallan a continuación las caracteŕısticas que hacen que la aproximación HNC

(bij = 0, ∀i, j) sea exacta para el modelo QWR y resoluble anaĺıticamente.

Por una parte, las correlaciones 00 serán las de un gas ideal, por tanto, conocidas.

Las interacciones fluido-fluido son ahora idénticas a las réplica-réplica, por lo que no

habrá que hacer distinción alguna entre las correlaciones 11 y 12. Según todo esto,

se pueden establecer las siguientes igualdades provenientes tanto de las relaciones de

cierre como de las ecuaciones ROZ correspondientes

h00(r) = 0 (5.72)

h10(r) = f10(r) (5.73)

h11(r) = h12(r) = exp(ρ0Ω0(r))− 1 (5.74)

donde, f10(r) es la función de Mayer de la interacción 10. Por otro lado, Ω0(r) representa

en la expresión (5.74) el volumen de solapamiento de dos esferas separadas una distancia

r. Esta igualdad se deduce de la relación de cierre, teniendo en cuenta que la ecuación

ROZ correspondiente a las correlaciones fluido-fluido (y de igual modo las réplica-

réplica) se reduce a

h11(r)− c11(r) = ρ0c10(r)⊗ h10(r) = ρ0f10(r)⊗ f10(r) (5.75)

En cuanto a las funciones de correlación directa, se conocen también las igualdades

c00(r) = 0 (5.76)

c10(r) = f10(r) (5.77)

c11(r) = c12(r) = exp(ρ0Ω0(r))− 1− ρ0Ω0(r) (5.78)
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Estas igualdades hacen que se pueda hallar anaĺıticamente el potencial qúımico del

fluido, ya que

[
10
]

= −
∫
dr h10(r) = −

∫
dr f10(r) (5.79)[

11
]

=
[
12
]

(5.80)

y por tanto

βµex
1 = −ρ0

∫
dr f10(r) =

4π

3
ρ0σ

3 (5.81)

Finalmente, en cuanto a los teoremas de separación cero, las expresiones se simpli-

fican también de manera drástica. Siguiendo razonamientos equivalentes a los que han

conducido a la ecuación (5.81), se obtienen las relaciones

log y11(0) = log y12(0) = −ρ0

∫
dr f10(r)

=
4π

3
ρ0σ

3 (5.82)

Para el teorema correspondiente a las correlaciones fluido-matriz, hay que tener en

cuenta que el modelo QWR tiene las caracteŕısticas del denotado anteriormente como

Caso C (ecuación (5.71)). Según esto, se obtiene que

log y10(0) = 0 (5.83)

El modelo QWR se ha resuelto numéricamente para una densidad de matriz de

ρ0σ
3 = 0.1593 y una densidad de fluido de ρ1σ

3 = 0.05163 en la aproximación HNC.

Los resultados obtenidos han servido para confirmar que las expresiones deducidas son

correctas, aśı como para validar el método numérico. Dichos resultados se recogen en

la tabla 5.1 (Caso 1), mostrando una gran precisión respecto a los obtenidos anaĺıtica-

mente, con una diferencia de tan solo el 0.02%. Asimismo, se puede precisar un cierto

error estad́ıstico (entorno a 0.75%) en los resultados de simulación, que habrá que tener

en cuenta a la hora de utilizarlos como medida de la calidad de los resultados teóricos.

Una vez se ha confirmado la validez y precisión del método numérico, se pueden

analizar, ya en aproximación ZSEP otros sistemas de fluido confinado.
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Figura 5.1: Caso 2: d00 = 0, d10 = σ, d11 = σ. Funciones de correlación total h10(r), ĺınea continua,
h11(r), ĺınea discontinua y h12(r), ĺınea de puntos obtenidas mediante la teoŕıa ZSEP. Los śımbolos
corresponden a resultados de simulación GCMC [Meroni et. al. (1996)].

El siguiente caso (en la tabla 5.1, Caso 2) se caracteriza por interacciones con

diámetros d00 = 0, d10 = σ y d11 = σ. Es decir, se confina un fluido de esferas duras en

una matriz cuyas part́ıculas están distribuidas aleatoriamente. En concreto, se estudió el

sistema para una densidad de matriz ρ0σ
3 = 0.159 y de fluido, ρ1σ

3 = 0.381.

En la figura 5.1 se presentan las funciones de correlación total correspondientes a las

interacciones fluido-matriz, fluido-fluido y réplica-réplica obtenidas mediante la relación

ZSEP y mediante simulación GCMC. La concordancia es bastante buena para las

correlaciones fluido-matriz y fluido-fluido. En el caso de las correlaciones réplica-réplica,

la función teórica toma valores muy superiores a los de simulación, especialmente en

la región de distancias próximas a r = 0. Esta caracteŕıstica va a repetirse en todos

los casos analizados. En la figura 5.2 se representan las funciones puente ZSEP b10(r),

b11(r), y b12(r) que han dado lugar a las soluciones finales consistentes. Como se ve en

ella, los valores de la función puente b12(r) son muy próximos a cero en todo el rango

de distancias. También es ésta una caracteŕıstica que se puede observar en todos los

casos analizados. Asimismo se han representado en esta gráfica los valores del logaritmo

neperiano de la función cavidad obtenida al resolver la ecuación ROZ correspondiente.

En r = 0 se denota mediante un ćırculo el valor de dicho logaritmo obtenido mediante

la aplicación de los ZST de cada correlación. Se ha querido de este modo visualizar el

cumplimiento de dichos teoremas, al observar la coincidencia de ćırculos y funciones
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Figura 5.2: Caso 2: d00 = 0, d10 = σ, d11 = σ. Funciones puente ZSEP, logaritmo de las funciones
cavidad y valor resultante del ZST (ćırculos) para las correlaciones 10, 11 y 12. El triángulo es el valor
GCMC de log y12(0).

en r = 0. Por último, aparece otro śımbolo, un triángulo, que es el valor de log y12(0)

obtenido mediante simulación GCMC. Como puede verse, su valor es inferior al que

proporciona la teoŕıa ZSEP. Este resultado es consistente con la sobreestimación de la

función h12(r) observada en la figura 5.1. Sin embargo, a la hora de tomar la simulación

como referencia para la teoŕıa, se debe tener en cuenta la dificultad que supone para

ésta el cálculo de la parte de bloqueo a distancias cortas (ver Sección 5.4).

Otro sistema que se consideró fue el formado por un fluido de esferas duras confinado

en una matriz de esferas duras del mismo tamaño, es decir d00 = σ, d10 = σ y d11 = σ

(Caso 3 de la tabla 5.1). El estado que se considera es aquél de densidad de matriz

ρ0σ
3 = 0.2404 y de fluido, ρ1σ

3 = 0.383.

Se representa en la figura 5.3 la estructura encontrada para este caso. Los resultados

de simulación se comparan con las tres teoŕıas HNC, PY y ZSEP. Las caracteŕısticas

observadas en las diferentes funciones de correlación se pueden generalizar a todos los

casos estudiados. En todos ellos se observa que HNC sobreestima los resultados de

simulación, PY, los subestima y ZSEP se sitúa entre ambas, siendo además la más

coincidente con los resultados GCMC.

De forma equivalente al caso anterior, se representan en la figura 5.4 las funcio-

nes puente ZSEP que conducen a la solución considerada como consistente. Junto a
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Figura 5.3: Caso 3: d00 = σ, d10 = σ, d11 = σ. Funciones de correlación total h10(r), h11(r) y h12(r).
La ĺınea continua corresponde a la solución ZSEP, la ĺınea de puntos, a la HNC y la ĺınea de cruces a
la PY. Los śımbolos son los resultados GCMC.

ellas aparecen de nuevo las funciones log yij(r) y los valores de las mismas en r = 0

provenientes del ZST correspondiente. Se observa el mismo comportamiento que en la

gráfica 5.2

Finalmente se estudiaron dos sistemas en los que las part́ıculas de matriz tiene

mayor tamaño que las de fluido. En el primero de ellos, se supuso una relación de

diámetros tal que d00 = 3σ, d10 = 2σ y d11 = σ. Para una misma densidad de matriz

ρ0σ
3 = 0.0179, se consideraron dos estados diferentes, ρ1σ

3 = 0.369 (Caso 4) y ρ1σ
3 =

0.4811 (Caso 5). Los resultados se recogen en detalle en la tabla 5.1. Hay que señalar

que los valores de simulación se obtuvieron promediando sobre un menor número de

configuraciones de matriz (8 y 10 configuraciones, frente a 40 de casos anteriores), por lo

que se espera que la estad́ıstica sea más pobre. Los resultados ZSEP comienzan a diferir

sensiblemente respecto a los GCMC, aunque continúan siendo los más precisos entre las

tres teoŕıas consideradas. En la figura 5.5 se presentan las funciones de correlación total

y en la figura 5.6 las funciones puente ZSEP y los ZST, como en casos anteriores. Ambas

gráficas corresponden al Caso 5, en el que ρ1σ
3 = 0.4811. Cabe resaltar únicamente la

región r < σ en la figura 5.6, en la que log y10 permanece constante. Este efecto aparece

debido a la relación de tamaños entre las part́ıculas de fluido y matriz (d00/d11 = 3).

Se ha observado el mismo comportamiento en las mezclas equilibradas de esferas duras

de tamaños dispares.
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Figura 5.4: Caso 3: d00 = σ, d10 = σ, d11 = σ. Funciones puente ZSEP, logaritmo de las funciones
cavidad y valor resultante del ZST (ćırculos), para las correlaciones 10, 11 y 12. El triángulo es el
valor GCMC de log y12(0).

Figura 5.5: Caso 5: d00 = 3σ, d10 = 2σ, d11 = σ. Funciones de correlación total ZSEP h10(r), h11(r) y
h12(r). Los śımbolos son los resultados GCMC.
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Tabla 5.1: En esta tabla se recogen los detalles numéricos de los Casos 1-6. Se han utilizado los
siguientes śımbolos: < GD... >=resultado de la relación de Gibbs-Duhem, << ... >>=resultados de
los ZST, [...]=HNC, (...)=PY, ROZ/SC=resultado de las ecuaciones ROZ bajo la aproximación ZSEP
autoconsistente. La tabla continúa en la página siguiente.

TABLE I. Summary of SC calculations for the semiquenched systems: Comparison with MC ~Ref. 11! and
other closures.a

MC ROZ/SC ~calc! ZST and other theorems

Pair 00 01 11
Case 1 0 s 0

r0*50.1593 r1*50.051 65
bm8 0.6623 ~0.667 274, exact! 0.667 407
b]P1 /]r1 0.982 ~1, exact! 1.0

Contact values
h01(d10

1 ) — ~0, exact! 0
h11(0) — ~0.948 9179, exact! 0.949 082
h12(0) — ~0.948 9179, exact! 0.949 082
Zero separation values
ln y01(0) — ~0, exact! 0
ln y11(0) — ~0.667 274, exact! 0.667 358
ln y12(0) — ~0.667 274, exact! 0.667 358
Parameters
(5HNC: i.e., z50.0!

Case 2: 0 s s

r0*50.159 r1*50.381
bm8 4.168 4.11 @4.515# ~4.005!

b]P1 /]r1 6.40 6.28 ^GD 6.278& @5.551# ~6.474!

Contact values
h01(d10

1 ) 1.15 1.0 @1.187# ~0.937!

h11(d11
1 ) 1.28 1.27 @1.555# ~1.149!

h12(0) 1.09 2.12 @1.557# ~0.912!

Zero-separation values
ln y01(0) 2.67 ^^2.69&& @5.090# ~1.857!

ln y11(0) 4.17 ^^4.11&& @6.920# ~2.119!

ln y12(0) ;0.737 1.138 ^^1.125&& @0.988# ~0.648!

Parameters a f z
00 1 1.175 53 1.04834
01 1 0.956 1.0
11 1 0.999 1.0
12 1 3.297 0161 1.0

Pair 00 01 11
Case 3 s s s

r0*50.2404 r1*50.383
bm8 5.97 5.815 @7.23# ~5.98!

b]P1 /]r1 9.003 8.149 ^GD 8.0& @7.15# ~9.06!

Contact values
h01(d10

1 ) 2.2603 2.186 @3.482# ~2.131!

h11(d11
1 ) 1.6998 1.716 @2.154# ~1.586!

h12(0) 3.7975 9.240 @17.2# ~2.965!

Zero-separation values:
ln y01(0) 5.822 ^^5.815&& @13.6# ~2.807!

ln y11(0) 5.819 ^^5.815&& @12.4# ~2.706!

ln y12(0) 1.590 2.326 ^^2.327&& @2.89# ~1.377!

Parameters a f z
00 1 1.175 53 1.048 34
01 1 0.986 382 25 1.0
11 1 0.986 118 03 1.0
12 1 1.316 0243 1.0

Case 4 3s 2s s

r0*50.0179 r1*50.4811
bm8 9.754 8.674 @9.493# ~8.637!

b]P1 /]r1 8.66 15.72 ^GD 16.5& @11.77# ~13.07!

Contact values
h01(d10

1 ) 6.842 6.501 @8.929# ~3.351!

h11(d11
1 ) 3.681 3.778 @4.83# ~1.798!

h12(0) 4.208 12.93 @23.0# ~1.780!

Zero-separation values
ln y01(0) 8.687 ^^8.674&& @17.37# ~2.939!

ln y11(0) 8.6705 ^^8.674&& @23.63# ~2.963!

ln y12(0) ;1.65 2.635 ^^2.6435&& @3.177# ~1.023!

Parameters a f z
00 1 0.998 092 1.018 157
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for the sake of simplicity of fitting, set a, and z’s to unity
(51). Thus only three parameters f’s ~for 01, 11, 12! are
left to vary, in such a way that the ZST’s in Sec. IV B be
satisfied. By actually carrying out this fitting, we found, as
fait accompli, that the thermodynamic consistencies in Sec.
III A ~i.e., the Gibbs–Duhem relation! were well satisfied.

Case „i…: The quenched Widom–Rowlinson mixture

For this case, d0050, d015s , d1150 at r0s3
50.1593,

r1s3
50.051 63. This QWR possesses results which are ex-

actly given by the HNC solution.4 The following facts are
observed: ~a! The 00 matrix part is an ideal gas. Thus
h00(r)505C00(r). ~b! The 01 matrix-fluid part gives
h01(r)5 f 01(r)5C01(r), where f 01 is the Mayer factor for
the 01 interaction. Also, y01(r)51, B01(r)50. ~c! The 11
fluid–fluid part has h11(r)2C11(r)5r0 f 10* f 01 , where as-
terisk indicates convolution. B11(r)50, h11(r)5h12(r),
C11(r)5C12(r), y11(r)5y12(r). We summarize the exactly
known correlation functions below:

h00~r !50, ~5.2!

h01~r !5 f 01~r !, ~5.3!

h11~r !5h12~r !5exp~r0V0~r !!21, ~5.4!

where V0(r) is the overlap volume of two spheres at a dis-
tance r apart, i.e., the convolution of the Mayer factors
f 10* f 01 :

C00~r !50, ~5.5!

C01~r !5 f 01~r !, ~5.6!

C11~r !5C12~r !5exp~r0V0~r !!212r0V0~r !. ~5.7!

Thus ~within HNC, where B50!

log y00~r !50, ~5.8!

TABLE I. ~Continued.!

MC ROZ/SC ~calc! ZST and other theorems

01 1 0.986 698 02 1.0
11 1 0.984 532 43 1.0
12 1 1.280 7651 1.0

00 01 11
Case 5 3s 2s s

r0*50.0179 r1*50.369
bm8 5.902 5.46
b]P1 /]r1 10.42 8.75 ^GD 8.786&

Contact values
h01(d10

1 ) 4.336 4.039
h11(d11

1 ) 2.447 2.473
h12(0) 2.295 5.789
Zero-separation values
ln y01(0) 5.47 ^^5.46&&

ln y11(0) 5.47 ^^5.46&&

ln y12(0) 1.192 1.917 ^^1.910&&

Parameters a f z

00 1 0.998 092 1.018157
01 1 0.980 512 72 1.0
11 1 0.976 392 96 1.0
12 1 1.519 164 1.0

Case 6 s 1/2s 0
r0*50.30 r1*50.30

bm8 0.170 97 ~0.170 88, exact! 0.1713 @1.714#

b]P1 /]r1 0.992 06 1.000 013 ^GD 1.0&@1.0#

Contact values
h01(d10

1 ) 0.188 0.189 @0.198#

h11(0) 0.187 @0.186#

h12(0) 0.158 0.188 @0.186#

Zero-separation values
ln y01(0) 0.1855 ^^0.1713&& @0.1782#

ln y11(0) 0.1718 ^^0.1713&& @0.1865#

ln y12(0) 0.147 0.172 65 ^^0.1713&& @0.1865#

Parameters a f z

00 1 1.0745 1.0352
01 1 0.809 1418 1.0
11 1 0.984 5324 1.0
12 1 1.280 7651 1.0

a^GD:¯&5Gibbs–Duhem; ^^¯&&5zero-separation results; @¯#5HNC; (¯)5PY; ROZ5Replica-OZ equa-
tions; SC5self-consistency closure results.
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Figura 5.6: Caso 5: d00 = 3σ, d10 = 2σ, d11 = σ. Funciones puente ZSEP, logaritmo de las funciones
cavidad y valor resultante del ZST (ćırculos), para las correlaciones 10, 11 y 12. El triángulo es el
valor GCMC de log y12(0).

Por último, se consideró otro sistema en el que también las part́ıculas de matriz

tienen un tamaño superior a las de fluido, siendo éste un gas ideal: d00 = σ, d10 = σ/2

y d11 = 0. Se realizaron cálculos para las densidades ρ0σ
3 = ρ1σ

3 = 0.3. Este caso

era de nuevo interesante para analizar la precisión de la relación de cierre y el método

numérico utilizados. Esto se debe a que se conocen de manera exacta algunos valores

de propiedades termodinámicas. Aśı por ejemplo, el potencial qúımico toma la forma

βµex
1 = − log

(
1− π

6
ρ0σ

3
)

(5.84)

Como se recoge en la tabla 5.1 para el Caso 6, el error del valor ZSEP para esta

magnitud es del orden del 0.2 %, lo que supone un valor muy preciso.

5.6. Las ecuaciones ROZ generales para sistemas multicom-

ponentes; tratamiento de la polidispersidad

Una vez establecidas las bases de la teoŕıa de ecuaciones integrales para sistemas

parcialmente congelados, se tiende a considerar modelos realistas comparables con el

experimento. Esto obliga a desarrollar extensiones del formalismo básico. Una de estas

extensiones está encaminada al tratamiento de fluidos multicomponentes confinados

en matrices formadas también por más de un componente. Existen estudios previos
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que consideran modelos concretos de fluidos multicomponentes (ver por ejemplo el

estudio de mezclas binarias confinadas llevado a cabo por Paschinger y Kahl (2000) y

Schöll-Paschinger et. al. (2001)). Sin embargo, no hab́ıa un formalismo general para

el tratamiento de mezclas de n componentes. Lo que se pretende en este apartado es

establecer dicho formalismo general que, como en el caso de mezclas equilibradas, se

pueda particularizar a un número concreto de componentes de una y otra especie.

Este formalismo general ha servido además como punto de partida del tratamiento

de la polidispersidad en sistemas parcialmente congelados [Jorge et. al. (2003)]. Es-

to abre una puerta al tratamiento de sistemas muy interesantes desde el punto de

vista experimental, como son las suspensiones coloidales. La polidispersidad es una

caracteŕıstica inherente a ellas, y por tanto todos los modelos teóricos que intenten

describirlas deben considerarla. Por otra parte, el hecho de suponer part́ıculas con di-

ferentes tamaños puede jugar un papel determinante en cuanto a la geometŕıa de la

matriz, que influye de manera drástica sobre el comportamiento del fluido. Supone

además un acercamiento a la situación experimental, en la que los sustratos porosos se

encuentran formados normalmente por part́ıculas de diversos tamaños.

Se va a exponer primero la extensión de las ecuaciones ROZ a sistemas multicom-

ponentes. Antes de plantear el conjunto de ecuaciones en śı, es importante detallar

cual es el sistema que se va a describir, el sistema replicado asociado a él y la notación

utilizada.

Se quiere estudiar un fluido constituido por nf componentes en contacto con una

matriz formada a su vez por nm componentes. Aśı, y continuando con esta notación, se

hará referencia a una part́ıcula que pertenezca a la especie congelada (matriz) mediante

un sub́ındice subrayado i. Los sub́ındices que no estén subrayados (i) harán referencia

a una part́ıcula de cualquiera de las componentes de la especie fluida.

Se construye el sistema replicado asociado como primer paso en el planteamiento de

las ecuaciones ROZ. Este es ahora un sistema de (nf s+nm) componentes, de las que nm

corresponden a la matriz y el resto son s copias idénticas del fluido multicomponente.

Como siempre, part́ıculas pertenecientes a copias diferentes no interaccionan entre śı.

Hay que introducir en este punto una notación que identifique las correlaciones entre

part́ıculas de réplicas diferentes: fij′ , siendo f la función de correlación total, directa o

indirecta. Según esto, se escribirá que uij′ = 0.



106 FORMALISMO GENERAL

Tras plantear las ecuaciones OZ del sistema replicado y tomar el ĺımite s → 0, se

obtienen las del sistema parcialmente congelado

hij = cij +

nm∑
k=1

ρkcik ⊗ hkj (5.85)

hij = cij +

nm∑
k=1

ρkcik ⊗ hkj +

nf∑
l=1

ρlcil ⊗ hlj −
nf∑
l=1

ρlcil ⊗ hl′j (5.86)

hij = cij +

nm∑
k=1

ρkcik ⊗ hkj +

nf∑
l=1

ρlcil ⊗ hlj −
nf∑
l=1

ρlcil′ ⊗ hl′j (5.87)

hij′ = cij′ +

nm∑
k=1

ρkcik ⊗ hkj +

nf∑
l=1

ρlcil ⊗ hlj′ +

nf∑
l=1

ρlcil′ ⊗ hlj

− 2

nf∑
l=1

ρlcil′ ⊗ hlj′ (5.88)

Introduciendo como en el caso monocomponente la separación de las correlaciones

fluido-fluido en parte conexa y parte de bloqueo, se puede sustituir la última ecuación

por

hc
ij = ccij +

nf∑
l=1

ρlc
c
il ⊗ hc

lj (5.89)

Las relaciones de simetŕıa existentes en las diferentes correlaciones, se reflejan ahora

en el siguiente conjunto de igualdades, que se han tenido en cuenta a la hora de de

plantear y resolver las ecuaciones ROZ

hij = hji ; hij′ = hj′i ; hij′ = hji′ ; (5.90)

donde, de acuerdo a la notación explicada, la primera igualdad hace referencia a corre-

laciones fluido-fluido y las segunda y tercera, a correlaciones réplica-réplica. En cuanto

a las relaciones que involucran a los componentes de la especie matriz

hij = hji ; hij = hji ; hij′ = hij ; (5.91)

Es importante señalar algunas caracteŕısticas del conjunto de ecuaciones ROZ escrito.

Ahora, hay todo un sistema de ecuaciones correspondiente a las correlaciones matriz-

matriz, resumido en la ecuación genérica (5.85). Este se podrá resolver de manera
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independiente junto con las relaciones de cierre asociadas a cada interacción matriz-

matriz.

Del mismo modo (5.86), (5.87) y (5.88) representan, cada una de ellas, un sistema de

ecuaciones. En él se ven implicados todos los componentes de cada especie representada

por los sub́ındices (fluido y matriz en la primera, y fluido en la segunda y tercera).

Según esto, parece lógico pensar en una representación matricial, para lo que se

construyen las siguientes matrices

ρm =


ρ1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 ρnm

 (5.92)

cuyos elementos de la diagonal son las densidades numéricas parciales de cada compo-

nente de la especie matriz (ρm =
∑

i

ci, siendo ci la concentración del componente i).

De la misma manera, las densidades parciales del fluido (ρf =
∑

i

ci) forman la matriz

ρf =


ρ1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 ρnf

 (5.93)

En cuanto a las funciones de correlación, pasan a ser elementos de las siguientes matrices

(hmm)ij = hij (hfm)ij = hij

(hff )ij = hij (hfr)ij = hij′ (5.94)

y lo mismo para las funciones de correlación directa.

En esta notación, m se refiere a la especie matriz y f al fluido. Para las corre-

laciones réplica-réplica se ha utilizado el sub́ındice fr, de forma equivalente al caso

monocomponente, en el éstas se etiquetan como 12.

Las matrices hmm, hff y hfr son simétricas, y lo mismo para las matrices de las

funciones de correlación directa. En cuanto a las matrices fluido-matriz, lo que se

cumple es hfm = hT
mf y cfm = cT

mf .
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Con estas definiciones, se puede escribir el conjunto de ecuaciones ROZ en forma

matricial

hmm = cmm + hmm ⊗ ρmcmm

hfm = cfm + hfm ⊗ ρmcmm + hff ⊗ ρfcfm − hfr ⊗ ρfcfm

hff = cff + hfm ⊗ ρmcT
fm + hff ⊗ ρfcff − hfr ⊗ ρfcfr (5.95)

hfr = cfr + hfm ⊗ ρmcT
fm + hfr ⊗ ρfcff +

hff ⊗ ρfcfr − 2hfr ⊗ ρfcfr

Estas ecuaciones permiten la descripción de un fluido multicomponente confinado

en una matriz formada por uno o más componentes.

El paso siguiente seŕıa el tratamiento de sistemas polidispersos [Jorge et. al. (2003)],

en los que se considera una distribución continua de tamaños tanto en las part́ıculas

de matriz como en las de fluido. Uno de los tratamientos teóricos más sencillos de la

polidispersidad en sistemas equilibrados ha sido desarrollado por Lado (1996). La forma

de enfocar el problema es suponer un número infinito de componentes en la mezcla,

caracterizando cada uno de ellos por su tamaño mediante su diámetro σ, siendo éste

ahora una variable continua. Se considera una distribución de probabilidad f(σ) que

sustituye al conjunto finito de concentraciones de los componentes de la mezcla. Esta

función es, por definición, positiva y está normalizada. La idea de Lado (1996) es

aplicar la técnica de la descomposición en polinomios ortogonales, matemáticamente

muy elegante y numéricamente eficiente. Aśı, se van a desarrollar todas las funciones

que dependan de la variable σ sobre una base de polinomios ortogonales pi(σ) asociados

a la función peso f(σ). Como puede observarse, la base teórica de esta técnica viene a ser

la misma que la aplicada en el tratamiento de fluidos moleculares, alĺı para considerar

de forma expĺıcita los grados de libertad orientacionales.

Según esto se va a desarrollar cualquier función que dependa de σ en la forma

x(r;σ) =
∞∑
i=0

xi(r)pi(σ) (5.96)

y(r;σ1, σ2) =
∞∑

i,j=0

yij(r)pi(σ1)pj(σ2) (5.97)

donde, los coeficientes del desarrollo, xi(r) e yij(r), se calculan a partir de los polinomios
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y la función peso de la forma

xi(r) =

∫ ∞

0

dσ fi(σ)x(r;σ)pi(σ) (5.98)

yij(r) =

∫ ∞

0

dσ1dσ2 fi(σ1)fj(σ2)y(r;σ1, σ2)pi(σ1)pj(σ2) (5.99)

La notación que se va a utilizar es equivalente a la del caso discreto, asociando

a una part́ıcula de matriz la variable continua σi y la etiqueta i, y a una de fluido,

σi e i. En el caso de querer diferenciar dos part́ıculas de fluido que pertenezcan a

réplicas diferentes, se escribirá una función dependiente de las variables r, σi, σ
′
j, y

los coeficientes llevarán asociados los sub́ındices ij′. Por último, señalar que existirán

en general dos funciones de distribución diferentes, una asociada a la especie matriz

(fm(σ)), y otra a la especie fluido (f(σ)). Los polinomios ortogonales elegidos cumplirán

las relaciones de ortonormalidad regidas por dichas funciones, de forma que∫ ∞

0

dσfm(σ)pi(σ)pj(σ) = δij (5.100)∫ ∞

0

dσff (σ)pi(σ)pj(σ) = δij (5.101)

Aśı establecida la notación, las ecuaciones ROZ adquieren la siguiente expresión

para el sistema polidisperso

h(r12;σ1, σ2) = c(r12;σ1, σ2) + ρm

∫
dr3

∫
dσ3fm(σ3)c(r13;σ1, σ3)h(r32;σ3, σ2)

h(r12;σ1, σ2) = c(r12;σ1, σ2) + ρm

∫
dr3

∫
dσ3fm(σ3)h(r13;σ1, σ3)c(r32;σ3, σ2)

+ ρf

∫
dr3

∫
dσ3ff (σ3)h(r13;σ1, σ3)c(r32;σ3, σ2)

− ρf

∫
dr3

∫
dσ3ff (σ3)h(r13;σ1, σ

′
3)c(r32;σ3, σ2)

h(r12;σ1, σ2) = c(r12;σ1, σ2) + ρm

∫
dr3

∫
dσ3fm(σ3)h(r13;σ1, σ3)c(r32;σ3, σ2)

+ ρf

∫
dr3

∫
dσ3ff (σ3)h(r13;σ1, σ3)c(r32;σ3, σ2)

− ρf

∫
dr3

∫
dσ3ff (σ3)h(r13;σ1, σ

′
3)c(r32;σ

′
3, σ2) (5.102)
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h(r12;σ1, σ
′
2) = c(r12;σ1, σ

′
2) + ρm

∫
dr3

∫
dσ3fm(σ3)h(r13;σ1, σ3)c(r32;σ3, σ

′
2)

+ ρf

∫
dr3

∫
dσ3ff (σ3)h(r13;σ1, σ3)c(r32;σ3, σ

′
2)

+ ρf

∫
dr3

∫
dσ3ff (σ3)h(r13;σ1, σ

′
3)c(r32;σ3, σ2)

− 2ρf

∫
dr3

∫
dσ3ff (σ3)h(r13;σ1, σ

′
3)c(r32;σ3, σ

′
2)

La ecuación asociada a la parte conexa de las correlaciones fluido-fluido seŕıa ahora

hc(r12;σ1, σ2) = cc(r12;σ1, σ2)

+ ρf

∫
dr3

∫
dσ3ff (σ3)c

c(r13;σ1, σ3)h
c(r32;σ3, σ2) (5.103)

Como es habitual, el sistema de ecuaciones (5.102) se resolverá en el espacio de

Fourier, donde las convoluciones se convierten en productos algebraicos. Por otro lado,

las integrales en la variable continua σ se pueden realizar si se sustituyen los desarrollos

de cada función. Tras ambas operaciones, las ecuaciones se pueden reescribir en forma

matricial, como se hizo en el caso de fluidos moleculares. Cada matriz se construye con

los coeficientes del desarrollo correspondiente, de forma que

[H̃mm] ij = h̃ij(k)

[H̃fm] ij = h̃ij(k)

[H̃ff ] ij = h̃ij(k)

[H̃fr] ij = h̃ij′(k)

donde la tilde denota la transformada de Fourier de la función, y se mantiene en la

notación matricial para hacer expĺıcito que sus elementos pertenecen a este espacio.

Los coeficientes de las funciones de correlación directa forman matrices equivalentes.

Las ecuaciones ROZ del fluido polidisperso, confinado en una matriz en la que

también se considera polidispersidad, pueden escribirse finalmente como

H̃mm = C̃mm + ρmC̃mmH̃mm

H̃fm = C̃fm + ρmH̃fmC̃mm + ρf H̃ff C̃fm − ρf H̃frC̃fm

H̃ff = C̃ff + ρmH̃fmC̃T
fm + ρf H̃ff C̃ff − ρf H̃frC̃fr (5.104)

H̃fr = C̃fr + ρmH̃fmC̃T
fm + ρf H̃frC̃ff + ρf H̃ff C̃fr −

2ρf H̃frC̃fr
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Aunque aśı escritas las matrices son de dimensión infinita, en la práctica habrá que

truncar las series en un orden finito nnum. Uno de los aspectos que más peso tiene a la

hora de elegir este valor de truncamiento es el ancho de las funciones de distribución

f(σ).

Las expresiones de las propiedades termodinámicas de este sistema se pueden de-

ducir teniendo en cuenta que se está tratando un fluido multicomponente y aplicando

la misma técnica del desarrollo en polinomios ortogonales con las funciones peso fm(σ)

y ff (σ) [Jorge et. al. (2003)]. Aśı, siendo el punto de partida la relación

dΩ̄ = −PdV − SdT −
nf∑
i=1

Nidµi + V

nm∑
i=1

µidρi (5.105)

se deducen expresiones equivalentes a las del caso monocomponente para la presión

βP −
nm∑
k=1

ρk

(
∂βP

∂ρk

)
V,T,{µl},{ρi}k

=

nf∑
i=1

ρi −
β

6

∫
drr

{ nm∑
i,j=1

ρiρj

[
ĺım
s→0

dgij(r; s)

ds

]
u′ij(r) + (5.106)

nf∑
i,j=1

ρiρjgij(r)u
′
ij(r) + 2

nf∑
i=1

nm∑
j=1

ρiρjgij(r)u
′
ij(r)

}

la enerǵıa interna

Ū ex

V
=

nm∑
i=1

nf∑
j=1

ρiρj

∫
drgij(r)uij(r) +

1

2

nf∑
i,j=1

ρiρj

∫
drgij(r)uij(r) (5.107)

o la compresibilidad isoterma(
∂βP

∂ρi

)
V,T,{Nj}i,{ρk}

= 1−
nf∑
l=1

ρlc̃
c
li(k = 0) (5.108)

Se ha utilizado la notación habitual para los diferentes potenciales de interacción

(uij(r)) y sus derivadas (u′ij(r)).

Se puede introducir el tratamiento de la polidispersidad directamente en estas ex-

presiones. Para ello habrá que sustituir cada función por su desarrollo en polinomios



112 FORMALISMO GENERAL

ortogonales. Según esto, las derivadas respecto a ρi o ρi se convierten en derivadas

funcionales respecto a [ρfff (σi)] y [ρmfm(σi)] respectivamente. Aśı, en función de los

coeficientes de los desarrollos, las expresiones finales se reducen a

βP −
∫ ∞

0

dσfm(σ)

(
δβP

δ[fm(σ)]

)
V,T,µ(σ)

=

ρf −
β

6

∫
drr

{
ρ2

m

∑
ij

[
ĺım
s→0

dgij(r; s)

ds

]
duij(r)

dr
+ (5.109)

ρ2
f

∑
ij

gij(r)
duij

dr
(r) + 2ρfρm

∑
ij

gij(r)
duij(r)

dr

}

para el cálculo de la presión,

Ū ex

V
= ρmρf

∑
ij

∫
drgij(r)uij(r) +

ρ2
f

2

∑
ij

∫
drgij(r)uij(r) (5.110)

para el de la enerǵıa interna y

1

ρf

(
δβP

δ[ff (σ1)]

)
V,T,fm

= 1− ρf

∫ ∞

0

dσ2ff (σ2)c̃
c(k = 0;σ1, σ2) (5.111)

para la compresibilidad isoterma.



Caṕıtulo 6

FLUIDO MOLECULAR

CONFINADO

Se presenta en este Caṕıtulo la extensión del formalismo de la réplica al tratamiento

de fluidos moleculares confinados [Fernaud et. al. (2001)]. En él se utilizará el mismo

método que en el caso de mezclas equilibradas en las que algún componente es molecu-

lar, haciendo uso del desarrollo en armónicos esféricos de potenciales de interacción y

funciones de correlación (Caṕıtulo 2). Aunque esta extensión no supone en principio

una innovación a nivel conceptual, se hace imprescindible en el análisis de modelos mo-

leculares, más cercanos a las situaciones experimentales. Este es además el formalismo

adecuado para el estudio de un modelo de fluido dipolar confinado, lo que constituye

uno de los objetivos de esta Tesis.

En el último apartado se analiza la estructura y propiedades termodinámicas de

un fluido de moléculas diatómicas duras confinado en una matriz de esferas duras.

Mediante este estudio se pudo validar la teoŕıa, dejando aśı una puerta abierta a esos

modelos más realistas antes mencionados.

6.1. Las ecuaciones ROZ para fluidos moleculares

Como en el caso atómico, se va a seguir el método de la réplica para deducir el

sistema de ecuaciones ROZ asociado al sistema parcialmente congelado. El sistema

replicado estará formado por un componente atómico (la matriz) y s copias idénti-
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cas del componente tipo fluido, ahora molecular. Cada una de las ecuaciones OZ que

corresponden a esta mezcla equilibrada puede escribirse en la forma

hij(r12, ω1, ω2) =
∑

t

ρt

∫
dr3 dω3 c

it(r13, ω1, ω3)h
tj(r32, ω3, ω2) (6.1)

donde, los ı́ndices recorren las s+ 1 especies que componen la mezcla, es decir, i, j, t =

0, 1, (s−1)2. Para simplificar la notación, se ha omitido la referencia expĺıcita al sistema

replicado mediante la etiqueta rep, utilizada en Caṕıtulo 5.

Para incluir el tratamiento de los grados de libertad orientacionales, se debe de-

sarrollar cada una de las funciones en armónicos esféricos, teniendo en cuenta que la

especie 0 (la matriz) es atómica. Aśı, para una función genérica f , se tendrá

f 00(r12) = f 00(r12)

f 01(r12, ω2) =
√

4π
∑
l2,m

f 01
0 l2 m(r12)Yl2m(ω2)

f 10(r12, ω1) =
√

4π
∑
l1,m

f 10
l1 0 m(r12)Yl1m(ω1)

f 11(r12, ω1, ω2) = 4π
∑

l1,l2,m

f 11
l1 l2 m(r12)Yl1m(ω1) Yl2m̄(ω2)

f 12(r12, ω1, ω2) = 4π
∑

l1,l2,m

f 12
l1 l2 m(r12)Yl1m(ω1) Yl2m̄(ω2)

Las ecuaciones ROZ se van a resolver en el espacio de Fourier, utilizando la notación

habitual para la función transformada, f̃(k). Al pasar a dicho espacio y sustituir los

desarrollos de cada función en la ecuación (6.1), se pueden aprovechar las propiedades

de ortogonalidad de los armónicos esféricos para realizar las integrales sobre la variable

angular, obteniendo

h̃ij
l1l2m(k) = (−1)m

s∑
t=0

ρt

∑
l3

c̃itl1l3m(k)h̃tj
l3l2m(k) (6.2)

El conjunto de ecuaciones que representa la expresión (6.2) se puede expresar en

forma matricial (ver Caṕıtulo 2), definiendo las diferentes matrices [F̃ij
m]l1l2 = f̃ ij

l1l2m(k)

que reunen los coeficientes de las funciones de correlación f ij(k). El conjunto de ecua-

ciones matriciales del sistema replicado queda representado por la ecuación genérica
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H̃ij
m(k) = (−1)m

s∑
t=0

C̃it
m(k) ρt H̃tj

m(k) (6.3)

Para llegar al conjunto de ecuaciones para el fluido molecular confinado [Fernaud

et. al. (2001)], no hay más que tomar el ĺımite s → 0. Estas se presentan como es

habitual desglosadas en todas las posibles correlaciones y en función de la parte conexa

de la correlación fluido-fluido

h̃00 = c̃00 + ρ0c̃
00h̃00 (6.4)

H̃10
m = S̃00 C̃10

m + (−1)m ρ1C̃
c
m H̃10

m (6.5)

H̃11
m = C̃11

m + (−1)m [ρ0 C̃10
m H̃01

m + ρ1 C̃c
m H̃11

m

+ρ1 C̃11
m H̃c

m − ρ1 C̃c
m H̃c

m] (6.6)

H̃c
m = C̃c

m + (−1)m ρ1 C̃c
m H̃c

m (6.7)

donde, en (6.5) aparece el factor de estructura de la especie matriz

S̃00 = 1 + ρ0h̃
00 (6.8)

Hay que señalar además que H̃10
m = [H̃01

m ]†, siendo esta última la matriz adjunta de la

primera.

Estas ecuaciones se pueden manipular de manera que en el segundo miembro de

cada ecuación aparezcan únicamente funciones de correlación directa. El conjunto final

de ROZ es entonces

h̃00 =
c̃00

1− ρ0c̃00
(6.9)

H̃10
m = S̃00 G̃m C̃10

m (6.10)

H̃11
m = G̃m [C̃11

m G̃m + (−1)m ρ0 S̃
00 C̃10

m C̃01
m G̃m

− (−1)mρ1C̃
c
mG̃mC̃c

m] (6.11)

H̃c
m = C̃c

m + (−1)m ρ1 G̃m (C̃c
m)2 (6.12)

donde se ha definido una nueva matriz

G̃m = [ I− (−1)m ρ1 C̃c
m ]−1 (6.13)

Como era de esperar, la ecuación de la matriz queda desacoplada del resto y es

una ecuación escalar, no matricial, ya que se trata de una especie atómica. En la
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práctica esta ecuación se resolverá de manera independiente, junto con su relación de

cierre. El resto de ecuaciones matriciales se resolverá siguiendo el método propuesto

para las mezclas equilibradas con componentes moleculares (Caṕıtulo 2), truncando los

desarrollos en un determinado orden mmax.

En cuanto a las relaciones de cierre, se necesita una para cada correlación 00, 10, 11 y

12. La correspondiente a la correlación matriz-matriz no presenta ninguna dificultad, ya

que se se está considerando que este componente es atómico. Para el resto, habrá que

tener en cuenta que las especies tipo fluido (réplicas) son moleculares, sin que haya

diferencia alguna con el caso de mezclas completamente equilibradas descrito en el

Caṕıtulo 2.

6.2. Propiedades del fluido molecular confinado

Respecto a las propiedades termodinámicas, se trata de incluir el tratamiento de los

grados de libertad orientacionales en las deducciones que se hicieron en el caso del fluido

atómico. Las expresiones que proporciona el método de la réplica (Caṕıtulo 5) son for-

malmente idénticas a dicho caso, pero ahora no pueden realizarse de manera trivial las

integraciones sobre los ángulos. Sin embargo, la técnica de los desarrollos en armónicos

esféricos permite realizarlas de forma sencilla sin más que sustituir los desarrollos en

armónicos esféricos de cada función y, hacer uso de las propiedades de ortogonalidad de

los armónicos esféricos. De este modo se pueden calcular la enerǵıa interna, el potencial

qúımico o la compresibilidad isoterma como se expone a continuación:

1. La enerǵıa interna. En la ecuación de la enerǵıa interna aparece el potencial de

interacción expĺıcitamente, con su desarrollo en armónicos esféricos. En función

de los coeficientes de dicho desarrollo, se puede escribir la relación

U ex
1

V
=

1

2

∫
dr12 [ρ2

1g
11
l1l2mu

11
l1l2m + 2ρ1ρ0g

10
l1l2mu

10
l1l2m] (6.14)

2. El potencial qúımico. La forma general de la ecuación (5.32) es también válida

en el caso del fluido molecular. Sin embargo, ahora cada corchete representa la
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siguiente suma de integrales

[1i] = ρi

∫
dr12dω1dω2 [ s1i(r12, ω1, ω2) + b1i(r12, ω1, ω2)− h1i(r12, ω1, ω2)

+
1

2
h1i(r12, ω1, ω2)s

1i(r12, ω1, ω2) + h1i(r12, ω1, ω2)b
1i(r12, ω1, ω2) ]− S?

1i

= ρi

∫
[ −c1i(r12, ω1, ω2) + b1i(r12, ω1, ω2)(h

1i(r12, ω1, ω2) + 1) (6.15)

+
1

2
h1i(r12, ω1, ω2)s

1i(r12, ω1, ω2) ]− S∗1i

donde la función estrella se calcula ahora mediante la relación

S?
1i = ρ1

∫
dr12

h1i(r12, ω1, ω2)

s1i(r12, ω1, ω2)

∫ s1i

0

ds′1i b1i(r12, ω1, ω2; s′1i) (6.16)

Cuando se sustituyen los desarrollos de cada función, se pueden realizar algunas

de las integrales angulares. Desglosando cada uno de los corchetes, la expresión

final del potencial qúımico del fluido molecular confinado en una matriz atómica

es

βµex
1 =

ρ0

[
−c̃10

000(0) +
1

2

∫
dr12

∑
l1

h10
l100s

10
l100

+
1

4π

∫
dr12dω1 b

10(r12, ω1)[h
10(r12, ω1) + 1]

− 1

4π

∫
dr12dω1

h10(r12, ω1)

s10(r12, ω1)

∫ s10

0

ds′10b10[s′10]
]

+ ρ1

[
−c̃11

000(0) +
1

2

∫
dr12

∑
l1l2m

h11
l1l2ms

11
l1l2m

+
1

(4π)2

∫
dr12dω1dω2 b

11(r12, ω1, ω2)[h
11(r12, ω1, ω2) + 1]

− 1

(4π)2

∫
dr12dω1dω2

h11(r12, ω1, ω2)

s11(r12, ω1, ω2)

∫ s11

0

ds′11b11[s′11]

]
(6.17)

− ρ1

[
−c̃12000(0) +

1

2

∫
dr12

∑
l1l2m

h12
l1l2ms

12
l1l2m

+
1

(4π)2

∫
dr12dω1dω2 b

12(r12, ω1, ω2)[h
12(r12, ω1, ω2) + 1]

− 1

(4π)2

∫
dr12dω1dω2

h12(r12, ω1, ω2)

s12(r12, ω1, ω2)

∫ s12

0

ds′12b12[s′
12

]

]
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donde se ha utilizado la propiedad∫
dr12dω1dω2 c

1i(r12, ω1, ω2) = c̃1i
000(0) (6.18)

Como puede verse, no se ha podido hacer ninguna simplificación en los términos

de (6.17) en los que aparece la función puente. Esto se debe a que, en general, no

se van a conocer los coeficientes de un posible desarrollo de la función puente en

armónicos esféricos. Aśı, será necesario reconstruir las funciones h1i(r12, ω1, ω2) a

partir de sus coeficientes para poder calcular las integrales de dichos términos.

Lo mismo ocurre en el caso de las integrales del cociente entre la función de

correlación total e indirecta, ya que tampoco se conoce en general el desarrollo de

dicho cociente. Desde un punto de vista numérico, el desarrollo de s1i(r12, ω1, ω2)

converge rápidamente, pero no sucede lo mismo con el de la función de correlación

total, por lo que esta última ha de obtenerse mediante la relación de cierre.

3. La compresibilidad isoterma. La expresión de la compresibilidad isoterma es

equivalente a la obtenida para el fluido atómico, teniendo en cuenta una vez más

las integraciones sobre las variables angulares. Su inversa es

β
∂P1

∂ρ1

∣∣∣∣
T

= 1− 4πρ1

∫
dr12 r

2
12c

c
000(r12) (6.19)

Finalmente, se puede generalizar la expresión del factor de estructura (5.43). Sus-

tituyendo el desarrollo de la función hc en armónicos esféricos se llega a la expresión

final

S(k) = 1 + ρ1h̃
000
c (0) (6.20)

manteniéndose además el ĺımite del comportamiento a vectores de onda pequeños, dado

por la relación (5.44).

6.3. Una aplicación: el fluido de moléculas diatómicas duras

confinado en una matriz porosa de esferas duras

El formalismo extendido a fluidos moleculares va a permitir el uso de modelos

realistas, más cercanos a las situaciones experimentales. Sin embargo, es interesante

realizar el estudio de un modelo sencillo que permita validar la teoŕıa. Además, se
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Figura 6.1: Interacción entre dos moléculas diatómicas duras heteronucleares.

puede analizar si la calidad de los resultados a los que conducen las aproximaciones

habituales es la misma que en el caso de mezclas equilibradas o de fluidos simples

confinados.

Por estos motivos se propuso un modelo de fluido de moléculas diatómicas duras

(HD, del inglés hard-dumbells) homonucleares confinado en una matriz de esferas duras

(HS).

En un fluido HD cada una de las moléculas está formada por dos esferas duras

fusionadas. La separación L entre los centros de estas dos esferas se denomina elon-

gación. El caso más general es de las moléculas heteronucleares, en el que las esferas

que componen una molécula son de diferente tamaño. En la figura 6.1, se puede ver de

forma esquemática cómo interaccionan dos de estas moléculas.

Como se ve en la figura, las distancias entre los centros de interacción s y t vaŕıan

según la orientación relativa entre las moléculas, por lo que existe una dependencia

angular expĺıcita del potencial de interacción.

En el caso que ahora se va a tratar, las moléculas se supondrán homonucleares (las

part́ıculas que las forman son idénticas), por lo que ls = lt = L/2. Esto implica la

presencia de un centro de simetŕıa en el sistema, por lo que estas moléculas pertenecen
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al grupo de simetŕıa D∞h. La interacción (y por tanto las correlaciones) entre dos

moléculas permanece invariante al intercambiar las part́ıculas de cualquiera de ellas.

Aśı, supuesto el sistema de referencia axial, puede decirse que tanto la interacción,

como las funciones de correlación, van a ser invariantes bajo la rotación

θ → π − θ

φ→ π − φ

lo que conlleva, como regla de simetŕıa en los coeficientes de los desarrollos de cualquiera

de las funciones, que fl1l2m = 0 siempre que l1 o l2 sea impar.

Según esto, y teniendo en cuenta el resto de especies del sistema a considerar, los

potenciales de interacción que aparecen en él se pueden escribir como

u00(r12) = uHS(r12) (6.21)

u11(r12, ω1, ω2) =
∑
st

uHS
st (rst

12) (6.22)

u10(r12, ω1) =
∑

s

uHS
s (rs

12) (6.23)

u12 = 0 (6.24)

donde, el potencial matriz-matriz (6.21) es un potencial de esferas duras. El potencial

fluido-fluido (6.22) es una suma de potenciales de esferas duras con centros en las

posiciones s de la molécula 1 y t, de la 2. De la misma manera, el potencial que describe

la interacción entre una molécula del fluido y una esfera de la matriz (ecuación (6.23)) es

una suma sobre centros de interacción de la primera de potenciales tipo HS. Aśı, existe

también en él dependencia en la orientación de la molécula. Finalmente, la interacción

réplica-réplica es por definición nula.

Se resuelve entonces el conjunto de ecuaciones ROZ (6.9)-(6.12) junto con las rela-

ciones de cierre correspondientes.

Las correlaciones matriz-matriz, son las de un fluido libre de esferas duras. Se va a

tomar, para realizar los cálculos, la función de correlación que se obtiene mediante una

parametrización de Verlet-Weis [Hansen y McDonald (1986)].

En cuanto al resto de correlaciones, y dada la dependencia de las interacciones en los

grados de libertad orientacionales, se plantean los desarrollos en armónicos esféricos de
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todas las funciones, truncados a orden 4. Los coeficientes de cada función de correlación

total vienen dados por la propia relación de cierre

hij
l1 l2 m(r) + δl1l2m,000 =< e [−βuij(12)+hij(12)−cij(12)+bij(12)]|l1l2m > (6.25)

donde, i, j = 0, 1, 2, excluyendo la combinación i = 0, j = 0. Como en caṕıtulos

anteriores, < ... | l1l2m > representa la proyección sobre los armónicos esféricos corres-

pondientes.

Se analizaron dos aproximaciones diferentes: HNC y una versión de la relación de

Verlet modificada (VM). En el caso de HNC, bij(r12) = 0 ∀ i, j = 0, 1, 2. En el caso de

VM, se acudió a la propuesta de Anta et. al. (1997), que toma como base una extensión

de esta aproximación planteada por Henderson et. al. (1996) para mezclas de esferas

duras. Anta et. al. (1997) adaptaron esta extensión al caso de una mezcla equilibrada

de esferas y moléculas diatómicas duras. En su análisis, la teoŕıa VM se mostró como

una importante mejora respecto a HNC. Era por tanto interesante estudiar si, en la

versión parcialmente congelada de este sistema, ocurŕıa lo mismo.

La función puente tiene la siguiente forma funcional VM

bij(12) = −1

2

sij(12)2

1 + ηijsij(12)
(6.26)

para las interacciones 10 y 11. Los parámetros ηij se calculan, siguiendo a Henderson

et. al. (1996) y Anta et. al. (1997), mediante expresiones que garantizan que las bij(0)

sean exactas a bajas densidades. Adaptando su notación a la empleada aqúı, dichas

expresiones son

ηij = aije2ξ + 0.8− 0.45ξ (6.27)

y

ξ =
π

6
ρ(x0d

3
00 + x1d

3
11) (6.28)

a00 =
3

4πρ(x0d3
00 + x1d3

10)

[
− 16π2(x0d

3
00 + x1d

3
10)

2

9(x2
0C000 + 2x0x1C001 + x2

1C011)
− 1

]

a11 =
3

4πρ(x0d3
10 + x1d3

11)

[
− 16π2(x0d

3
10 + x1d

3
11)

2

9(x2
0C001 + 2x0x1C011 + x2

1C111)
− 1

]
(6.29)

a10 = aii
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donde, i denota la especie de menor tamaño. Además, en la ecuación (6.29) aparecen

C000 = −5π2

6
d6

00

C001 = −π
2

18
(32d3

10 − 18d00d
2
10 + d3

00)d
3
00 (6.30)

C011 = −π
2

18
(32d3

10 − 18d11d
2
10 + d3

11)d
3
11

C111 = −5π2

6
d6

11

En todas ellas, ρ = ρ0 + ρ1 seŕıa la densidad del sistema completo y x0 y x1, las

fracciones molares de las especies matriz y fluido respectivamente; d00 es el diámetro

de la interacción matriz-matriz y se define d11 como el diámetro de una esfera de igual

volumen que la molécula (esfera equivalente)

d3
11 =

1

2
d3

a

[
(1 + γ3) +

3

2
L?(1 + γ2)− L?3 +

3

16

(1− γ2)2

L?

]
(6.31)

Aqúı, se ha representado por γ al cociente entre los diámetros de las esferas que

componen la molécula db/da. En el caso de moléculas homonucleares considerado, γ =

1. Por otra parte, el valor de la elongación también se ha reducido con el diámetro de

la part́ıcula a (L? = L/da), tomando éste como unidad de longitud. Por último, para

la interacción 10, se ha supuesto aditividad, de forma que d10 = (d00 + d11)/2.

Faltaŕıa, para completar el conjunto de funciones puente en esta aproximación,

la correspondiente a las correlaciones réplica-réplica. Los resultados expuestos en el

Caṕıtulo 5 para el fluido de esferas duras confinado [Fernaud et. al. (1999)] muestran

que la función puente b12 toma valores muy próximos a cero en todo el rango de

densidades. No hay motivos para pensar que esta situación cambie en el caso de que el

fluido esté formado por moléculas diatómicas en vez de esferas, si se mantiene el mismo

tipo de interacción. Basándose en este razonamiento, se supuso b12 = 0.

Las ecuaciones ROZ se resuelven con el procedimiento habitual de los fluidos mo-

leculares descrito en el Caṕıtulo 2. En cuanto a los detalles del cálculo numérico, el

espacio en r está discretizado en 1024 puntos con un espaciado entre ellos ∆r = 0.02da.

Como ya se ha indicado, las series en armónicos esféricos se truncaron en mmax = 4,

de forma que el coeficiente más alto a considerar en cada función es el f444.
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Además de la estructura, se van a presentar resultados de dos propiedades termo-

dinámicas del fluido: la compresibilidad isoterma y el potencial qúımico. Para calcular-

las, se acude a las expresiones deducidas, ecuaciones (6.19) y (6.17), respectivamente.

La expresión general del potencial qúımico se particulariza a cada aproximación. En

el caso de utilizar HNC, la relación (6.17) se simplifica de manera drástica, ya que

todas las integrales en las que aparece una función puente son ahora nulas. Aśı, en esta

aproximación el potencial qúımico se calcula mediante

βµex
1 = ρ0

[
−c̃10

000(0) +
1

2

∫
dr12

∑
l1

h10
l100s

10
l100

]
+ ρ1

[
− c̃11

000(0) +
1

2

∫
dr
∑
l1l2m

h11
l1l2ms

11
l1l2m

]
− ρ1

[
− c̃12

000(0) +
1

2

∫
dr12

∑
l1l2m

h12
l1l2ms

12
l1l2m

]
(6.32)

donde una vez más por simplificar la notación, se ha omitido la dependencia de los

coeficientes de cualquiera de las funciones en r12.

En el caso de la aproximación VM, hay que mantener la expresión general, pero

śı puede realizarse de forma anaĺıtica la integral funcional sobre sij de la función puente

(6.26)∫ sij

0

ds′ij b[s′ij; r12] = − 1

4(ηij)3
[(1+ηijsij)2−4(1+ηijsij)+2 log(1+ηijsij)+3] (6.33)

para los términos 10 y 11. Los términos en los que aparezca la función puente b12

desaparecen al ser ésta nula.

Se han tratado varios sistemas, intentando abarcar un amplio rango de densidades

tanto de matriz como de fluido. Por una parte se consideraron dos relaciones entre los

diámetros de una part́ıcula de matriz y una de las esferas que componen cada molécula:

d00/da = 1 y d00/da = 3. En el primer caso, se estudiaron cuatro densidades de matriz

diferentes ρ0d
3
a = 0.05, 0.1, 0.2 y 0.3. En el segundo caso, se trataron dos densidades de

matriz ρ0d
3
a = 0.025 y 0.0275. Para cada una de estas densidades de matriz, se hizo un

recorrido en densidades de fluido, partiendo de densidades muy bajas, y aumentando

su valor hasta que la resolución de las ecuaciones dejaba de convergir. La elongación

de las moléculas es en todos los casos de L = 0.6da, que es el valor caracteŕıstico de

algunas moléculas reales, como por ejemplo las de Cl2 o Br2.
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Figura 6.2: La función de distribución centro-centro g11
000(r) para un sistema de caracteŕısticas d00/da =

3, ρ0d
3
a = 0.0275 y ρ1d

3
a = 0.1605. Los resultados de simulación están representados por los ćırculos,

y los teóricos por las ĺıneas discontinua (HNC) y continua (VM).

Los resultados teóricos se presentan comparados con los obtenidos mediante simu-

lación GCMC, según el método descrito en la Sección 5.4. Para cada configuración

de matriz se realizan después de la fase de equilibrado unos 12 × 106 movimientos,

que pueden ser aceptados o rechazados. Además se llevan a cabo promedios sobre 4

o 15 configuraciones de matriz, dependiendo del estado termodinámico a considerar.

El volumen de la caja de simulación es de V = 1000d3
a para la relación de diámetros

d00/da = 1. Para la relación de diámetros 3, el volumen se toma de 3200d3
a para la

densidad de matriz ρ0d
3
a = 0.025 y 2909d3

a en el caso de ρ0d
3
a = 0.0275.

En cuanto a la estructura, es interesante analizar el primer coeficiente de la función

de correlación radial, g000(r), ya que éste representa la distribución de los centros

de masas de las part́ıculas. Se suele denominar a g000(r) por este motivo función de

correlación centro-centro. Aśı por ejemplo, en la figura 6.2 se representa dicha función

para las correlaciones fluido-fluido en las dos aproximaciones utilizadas en teoŕıa (HNC

y VM) y junto con los datos de simulación GCMC. Este caso corresponde a un sistema

en el que d00/da = 3, ρ0d
3
a = 0.0275 y ρ1d

3
a = 0.1605, uno de los estados más extremos.

En él, aparecen las diferencias entre ambas aproximaciones teóricas.
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Figura 6.3: La función de distribución centro-centro g11
000(r) (izquierda) y g10

000(r) (derecha) para un
sistema en el que d00/da = 1, ρ0d

3
a = 0.2, para ρ1d

3
a = 0.1289, 0.1847, 0.2696. La ĺınea continua

corresponde a la teoŕıa VM y los ćırculos, a la simulación GCMC.

Hay que señalar que para todos los estados termodinámicos estudiados, la relación

de cierre VM mejora los resultados que proporciona HNC. Esta mejora se hace patente

sobre todo en la altura del primer pico de las funciones de correlación y en el despla-

zamiento de la fase. Se sabe, de su utilización en fluidos libres, que HNC suele fallar

en la reproducción precisa de ambas caracteŕısticas. Aśı sucede también en estos sis-

temas. En lo sucesivo se presentan únicamente los resultados VM comparados con los

de simulación, ya que las diferencias entre éstos y HNC se aprecian en menor medida.

En las figuras 6.3 y 6.4, se representa de nuevo la función de distribución centro-

centro, esta vez para las correlaciones fluido-fluido y fluido-matriz, para una densi-

dad fija de matriz y varias densidades de fluido en orden creciente. Aśı, el la figu-

ra 6.3 se representa un sistema caracterizado por tener una relación de diámetros

d00/da = 1 y una densidad de matriz ρ0d
3
a = 0.2, para tres densidades de fluido,

ρ1d
3
a = 0.1289, 0.1847, 0.2696.

La figura 6.4 corresponde a un sistema en el que d00/da = 3, ρ0d
3
a = 0.025, y se

representan tres densidades de fluido ρ1d
3
a = 0.0478, 0.1276, 0.1824.
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Figura 6.4: La función de distribución centro-centro g11
000(r) (izquierda) y g10

000(r) (derecha) pa-
ra un sistema en el que d00/da = 3, ρ0d

3
a = 0.025 para tres densidades crecientes de fluido

ρ1d
3
a = 0.0478, 0.1276, 0.1824. Los śımbolos son los de la figura 6.3.
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En ambos casos, la teoŕıa VM proporciona resultados muy precisos respecto a los de

simulación, especialmente en el caso de las correlaciones fluido-fluido. Las funciones de

distribución fluido-matriz presentan algunas peculiaridades en los casos en los que las

part́ıculas de matriz tiene un mayor tamaño. Como se puede observar en la figura 6.4

(derecha), en la primera esfera de coordinación se diferencian dos picos muy acusados.

Esta separación se ve amplificada al aumentar la densidad del fluido. En los resultados

de simulación también parece apreciarse un indicio de este efecto, que en cualquier

caso, los resultados teóricos sobreestiman.

Se realizaron también cálculos de la llamada función de correlación entre centros

de interacción de las moléculas, que no coinciden con el centro de masas de la misma.

Estas se calculan mediante la expresión [Alvarez et. al. (1995)]

gij
st(r) =

1

(4π)2

∫ ∫ ∫
dR12dω1dω2 exp [−βuij(12) + hij(12)− cij(12) + bij(12)]

×δ(R12 + l2t(ω2)− l1s(ω1)− r)(6.34)

donde, como en la figura 6.1, R12 es el vector que une los centros de masas de las

part́ıculas 1 y 2. Los vectores l1s y l2t definen la posición del centro de interacción s de

la part́ıcula 1 y t de la 2. Además, los ı́ndices i y j se refieren a las especies a las que

pertenecen las part́ıculas 1 y 2 respectivamente. La forma de calcular numéricamente

integral (6.34) es mediante una cuadratura de Gauss, que permite escribirla en la forma

gij
st(r) = w

nr∑
k=1

NG∑
p1,p2,q=1

[
wp1wp2 exp

[
−βuij(12) + hij(12)− cij(12) + bij(12)

](Rk

r

)2
]

× ∆Rk δ (r − rst(Rk, xp1 , xp2 , yq)) (6.35)

siendo wp1 y wp2 los pesos de la cuadratura de Gauss-Legendre, y w, el de la cuadratura

de Gauss-Chebyshev. Este último es simplemente la inversa del número de ráıces del

polinomio de Chebyshev que se vayan a utilizar en la integración. Por otra parte, nr es

el número de puntos empleados en la discretización de la variable R (distancia entre

los centros moleculares). El factor (Rk/r)
2 es el jacobiano de la transformación que

pasa de coordenadas referidas a los centros moleculares, a las referidas a los centros de

interacción. La distancia entre dichos centros se ha denominado en la ecuación (6.35)

rst y se ha escrito expĺıcitamente su dependencia en las variables angulares xp1 , xp2 , yq,

tabuladas para un cierto número NG de ráıces de los polinomios de Legendre (xp1 , xp2)

y Chebyshev (yq).
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Figura 6.5: La función de distribución átomo-átomo (izquierda) y átomo-matriz (derecha) para los
mismos estados que en la figura 6.3. Los śımbolos también se mantienen iguales.

Estas funciones de correlación entre centros de interacción se han denominado como

gatom−atom en el caso de que los centros s y t pertenezcan a moléculas del fluido y

gatom−matrix cuando s pertenezca a una molécula y t sea el centro de una part́ıcula de

matriz. Se presentan ambas en las figuras 6.5 y 6.6 para los sistemas descritos en las

dos figuras anteriores.

Una vez más, destaca la precisión de los resultados teóricos de la aproximación VM.

Únicamente en los casos de densidad de fluido muy alta y para la relación de diámetros

3 aparecen desviaciones importantes respecto a los datos de simulación.

Se midió también la dependencia radial del parámetro de orden orientacional G(r).

Para una distancia determinada, esta magnitud da una idea de la orientación rela-

tiva más probable de dos moléculas separadas dicha distancia r. De esta manera se

puede visualizar la distribución de orientaciones en el espacio. El parámetro de orden

orientacional se calcula promediando el polinomio de Legendre P2(cos θ12)

G(r) =< P2(cos θ12) > (r) =
1

(4π)2

∫
dr12dω1dω2g(r12, ω1, ω2)P2(cos θ12) (6.36)
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Figura 6.7: Dependencia radial del parámetro de orden orientacional. Para una misma densidad de
matriz ρ0d

3
a = 0.2, se representan tres densidades de fluido, ρ1d

3
a = 0.1289, 0.1847 y 0.2696, con

d00/da = 1.

o, en términos de coeficientes del desarrollo en armónicos esféricos

G(r) = <
1

2
(3 cos2 θ12 − 1) > =

1

5
(g220(r12)− 2g221(r12) + 2g222(r12)). (6.37)

Esta función se puede observar en la figura 6.7 para un sistema en el que d00/da = 1

y ρ0d
3
a = 0.2. Las tres curvas corresponden a tres densidades de fluido, a saber ρ1d

3
a =

0.1289, 0.1847, 0.2696.

En cuanto a las propiedades termodinámicas, se recogen en las tablas 6.1 y 6.2 los

valores de la compresibilidad isoterma y el potencial qúımico. Ambas están calculadas

en un amplio rango de densidades de fluido, para cada densidad de matriz. En las

tablas se comparan los resultados teóricos que proporcionan las aproximaciones HNC

y VM, con los valores de la simulación GCMC. Es importante recordar que el potencial

qúımico es un dato de entrada de la simulación, de la que se obtiene como salida el

valor medio de la densidad del fluido.

En la figura 6.8 se ha representado el conjunto completo de valores teóricos del
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Tabla 6.1: Valores teóricos (HNC y VM) de la compresibilidad isoterma y el potencial qúımico del
fluido de moléculas diatómicas duras confinado en una matriz de esferas duras, y de simulación GCMC
de este último. La relación de diámetros es d00/da = 1.

ρ0d
3
a ρ1d

3
a β∂P1/∂ρ1 β∂P1/∂ρ1 βµ1 βµ1 βµ1

(HNC) (VM) (GCMC) (HNC) (VM)

0.05 0.0549 ± 0.0001 1.641 1.651 -2 -1.992 -2.001

0.05 0.0923 ± 0.0001 2.237 2.272 -1 -0.974 -1.002

0.05 0.1337 ± 0.0002 3.087 3.192 0 0.066 0.001

0.05 0.1543 ± 0.0002 3.600 3.762 0.5 0.598 0.505

0.05 0.1742 ± 0.0001 4.164 4.400 1 1.138 1.010

0.05 0.2112 ± 0.0001 5.423 5.857 2 2.243 2.023

0.05 0.2741 ± 0.0002 8.374 9.413 4 4.562 4.092

0.05 0.3233 ± 0.0004 11.694 13.562 6 6.965 6.180

0.05 0.3627 ± 0.0004 15.285 18.145 8 9.451 8.284

0.10 0.0421 ± 0.0002 1.537 1.547 -2 -1.978 -1.995

0.10 0.0737 ± 0.0001 2.049 2.083 -1 -0.961 -0.997

0.10 0.1299 ± 0.0002 3.267 3.405 0.5 0.620 0.513

0.10 0.1839 ± 0.0003 4.935 5.310 2 2.267 2.040

0.10 0.2448 ± 0.0002 7.667 8.577 4 4.577 4.108

0.10 0.2928 ± 0.0002 10.758 12.398 6 6.962 6.181

0.10 0.3320 ± 0.0002 14.164 16.652 8 9.461 8.281

0.20 0.0211 ± 0.0002 1.343 1.354 -2 -1.957 -2.010

0.20 0.0411 ± 0.0003 1.695 1.723 -1 -0.927 -1.004

0.20 0.0682 ± 0.0002 2.246 2.314 0 0.126 0.005

0.20 0.1289 ± 0.0003 3.913 4.175 2 2.297 2.031

0.20 0.1847 ± 0.0003 6.181 6.836 4 4.594 4.100

0.20 0.2312 ± 0.0004 8.863 10.087 6 6.998 6.197

0.20 0.2696 ± 0.0006 11.827 13.811 8 9.475 8.346

0.30 0.078 ± 0.001 2.932 3.104 2 2.383 2.032

0.30 0.168 ± 0.001 6.859 7.690 6 7.042 6.170
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Tabla 6.2: Valores teóricos (HNC y VM) de la compresibilidad isoterma y el potencial qúımico del
fluido de moléculas diatómicas duras confinado en una matriz de esferas duras, y de simulación GCMC
de este último. La relación de diámetros es d00/da = 3.

ρ0d
3
a ρ1d

3
a β∂P1/∂ρ1 β∂P1/∂ρ1 βµ1 βµ1 βµ1

(HNC) (VM) (GCMC) (HNC) (VM)

0.025 0.0478 ± 0.0001 2.160 2.477 0 0.476 0.082

0.025 0.0895 ± 0.0002 3.525 4.223 2 2.849 2.231

0.025 0.1276 ± 0.0002 5.325 6.559 4 5.380 4.435

0.025 0.1594 ± 0.0002 7.431 9.289 6 8.035 6.672

0.025 0.1824 ± 0.0006 9.431 11.911 8 10.405 8.657

0.0275 0.0381 ± 0.0002 2.013 2.332 0 0.605 0.105

0.0275 0.0750 ± 0.0002 3.219 3.943 2 3.002 2.267

0.0275 0.1098 ± 0.0002 4.877 6.092 4 5.556 4.480

0.0275 0.1391 ± 0.0002 6.781 8.598 6 8.197 6.715

0.0275 0.1605 ± 0.0004 8.581 10.987 8 10.527 8.674

potencial qúımico, comparado con los utilizados para la simulación GCMC. La mejora

que supone la aproximación VM respecto a HNC es mucho más notable en esta magni-

tud que en las propiedades estructurales. Como caracteŕıstica general, la aproximación

HNC sobreestima el valor del potencial qúımico, efecto que ya se hab́ıa observado en

el caso del fluido de esferas duras [Fernaud et. al. (1999)]. La aproximación VM con-

duce sin embargo a valores coincidentes con los de simulación en una amplio rango de

densidades de fluido. Aunque las discrepancias comienzan a ser significativas cuando

la relación de diámetros matriz-fluido es d00/da = 3 (figura 6.8(b)), VM supone en

todos los casos una importante mejora respecto a HNC. Estas discrepancias se deben

sin duda a las aproximaciones impĺıcitas en la generalización de la relación de cierre a

mezclas asimétricas.

Es también interesante estudiar el efecto de la geometŕıa de las moléculas sobre las

isotermas de adsorción. Este análisis queda resumido en las gráficas de la figura 6.9.

Se eligió un sistema en el que ρ0d
3
a = 0.0275 y d00/da = 3. Para él, se ha representado

(figura 6.9(a)) el potencial qúımico del fluido frente a la densidad reducida ρ1d
3
a para

diferentes elongaciones de la molécula, partiendo de esferas duras (L = 0) y llegando

hasta L = da, en la que los dos átomos son tangentes. Todos ellos son resultados VM,

comparados con los de simulación para los casos L = 0 y L = 0.6da. Se puede ver
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claramente en la gráfica que el potencial qúımico toma valores considerablemente más

altos al aumentar la elongación de la molécula. Esto podŕıa atribuirse simplemente a

un efecto de volumen, ya que el trabajo necesario para insertar una part́ıcula en el

sistema aumenta al hacerlo el volumen de la misma. Para discernir entre este efecto de

volumen y la influencia de la geometŕıa de la part́ıcula, se han representado las mismas

curvas frente a ρ1d
3
11 en la figura 6.9(b). Siendo d3

11 el diámetro equivalente definido en

la ecuación (6.31), esta cantidad será proporcional a la fracción de volumen ocupada

por las part́ıculas de fluido. De nuevo en la gráfica se observa un aumento del potencial

qúımico con la elongación, aunque en menor medida que cuando se representa frente

a la densidad numérica del fluido ρ1d
3
a. Esto se debe a que el volumen excluido por la

molécula es mayor que el excluido por una esfera de volumen equivalente. Puede afir-

marse entonces que śı hay una influencia de la geometŕıa molecular sobre las isotermas

de adsorción.

Queda aśı estudiado el sistema parcialmente congelado formado por una matriz

atómica de esferas duras y un fluido de moléculas diatómicas duras. Hay que señalar

que, de acuerdo con lo observado por Ford et. al. (1995), se obtienen resultados muy

similares cuando se estudia la mezcla equilibrada de estas dos especies. Esto se com-

probó resolviendo las ecuaciones OZ de dicha mezcla equilibrada tanto en la apro-

ximación HNC, como en la VM. En todos los casos considerados anteriormente, los

resultados obtenidos son parecidos a los del sistema parcialmente congelado.

Cuando el tamaño de las part́ıculas de matriz es superior a de las de fluido, esto es

una consecuencia de la similitud en la estructura de ambos sistemas, como ya señalaron

Vega et. al. (1993). Sin embargo, incluso en los casos en los que las funciones de correla-

ción son diferentes, las propiedades termodinámicas continúan siendo semejantes [Ford

et. al. (1995)]. Se ha observado sin embargo que la presencia de fuerzas atractivas tien-

de disminuir esta similitud entre los sistemas equilibrados y parcialmente congelados

[Padilla y Vega (1997)].
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Parte III

EL FLUIDO DIPOLAR





Caṕıtulo 7

SISTEMAS POLARES EN

EQUILIBRIO

Se van a describir en este Caṕıtulo tres sistemas en los que las interacciones dipolares

juegan un importante papel: el fluido dipolar puro, la mezcla de dipolos y esferas

neutras y la mezcla de dipolos y esferas cargadas. No se pretende hacer aqúı un estudio

detallado de cada uno de ellos, sino más bien describir sus aspectos más caracteŕısticos.

Se quiere resaltar sobre todo cómo influye la presencia de una especie neutra o cargada

sobre el comportamiento del componente dipolar.

Será importante tener presente estas caracteŕısticas a la hora de estudiar los sistemas

parcialmente congelados equivalentes.

7.1. Caracteŕısticas generales del fluido dipolar

Antes de describir el conocimiento actual sobre el comportamiento de los fluidos

dipolares, conviene detallar a qué se hace referencia con este término. Las moléculas

que forman un fluido dipolar presentan una asimetŕıa en la distribución de carga, que

queda descrita por el llamado momento dipolar. Se define el momento dipolar de una

distribución de carga ρ(r) como

m =

∫
dr rρ(r) (7.1)
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que para el caso simple de cargas puntuales se reduce a

m =
N∑

i=1

qiri (7.2)

La asimetŕıa en la distribución de las cargas de una molécula puede estar provocada

por diferentes causas: puede presentarse de forma permanente dada su geometŕıa de

equilibrio (dipolo permanente); puede aparecer en un determinado instante debido a

una fluctuación momentánea (dipolo instantáneo) o formarse debido a la presencia de

un campo externo (dipolo inducido). Sin embargo, al hablar de fluido dipolar se hará re-

ferencia únicamente al constituido por moléculas que presentan un dipolo permanente.

Por otra parte, se van a tratar sistemas en equilibrio, obviando por tanto propie-

dades dinámicas como el transporte de carga o la constante dieléctrica dinámica. Esta

última, como medida de la respuesta del sistema a un campo eléctrico externo fluc-

tuante, se considerará en su ĺımite de campo externo de frecuencia nula (constante

dieléctrica estática).

Para poder llevar a cabo un estudio teórico o mediante simulación, hay que propo-

ner un modelo capaz de describir las interacciones entre las part́ıculas que componen

el fluido dipolar. Dicho modelo debe reunir las caracteŕısticas esenciales del estado flui-

do (potencial repulsivo de corto alcance, uSR(12)) y dar cuenta además del potencial

dipolo-dipolo (udd(12)). Está claro que el hecho de haber una distribución de carga

asimétrica en la molécula, está unido a una anisotroṕıa en su geometŕıa, que la aleja de

la esfericidad. Existen modelos que reproducen esta situación considerando moléculas

diatómicas formadas por dos esferas cargadas de igual o diferente tamaño. Esto com-

plica en cierta medida tanto el tratamiento teórico como los cálculos de simulación (ver

por ejemplo Lomba et. al. (1989) o Lombardero et. al. (1996)). Por ello, se van a tratar

aqúı modelos que, aunque más simplificados, son capaces de describir las caracteŕısti-

cas esenciales del fluido dipolar. Estos consideran interacciones de corto alcance con

simetŕıa esférica y suponen la presencia de un dipolo puntual anclado en el centro de

cada part́ıcula (esferas dipolares). Este dipolo puntual no es más que el primer término

del desarrollo multipolar de la interacción entre dos distribuciones de carga arbitra-

rias. La figura 7.1 representa de forma esquemática el modelo de esferas dipolares. En

ella se puede ver cómo, aunque la geometŕıa de las part́ıculas se suponga esférica, la

interacción va a tener una dependencia angular expĺıcita proveniente de la orientación
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Figura 7.1: Esquema del modelo de interacción entre dos esferas dipolares.

relativa de los dos vectores momento dipolar (en la figura m1 y m2). En concreto, el

potencial de interacción tiene la forma

u(12) = uSR(r)− m2

r3
[3(m̂1 · r̂12)(m̂2 · r̂12)− m̂1 · m̂2] (7.3)

donde, m es el módulo del vector momento dipolar, y m̂1 y m̂2 indican las direcciones

de dicho vector en las part́ıculas 1 y 2 respectivamente. Asimismo, r̂12 es también un

vector unitario en la dirección de unión entre los centros de ambas part́ıculas y r, la

distancia entre ellas. Destaca en esta expresión otra de las caracteŕısticas esenciales del

potencial dipolo-dipolo: se trata de un potencial de largo alcance, que decae como 1/r3.

Como consecuencia de esta caracteŕıstica, las fases ferroeléctricas formadas por dipolos

puntuales carecen de ĺımite termodinámico, a menos que se supongan condiciones de

contorno especiales, como por ejemplo un continuo conductor, y por tanto de constante

dieléctrica infinita, que rodea la muestra. No obstante, las fases que aqúı se consideran

son dieléctricas, de forma que la existencia del ĺımite termodinámico está garantizada.

Dentro de esta clase de modelos de esferas dipolares, los dos que más se han es-

tudiado son el modelo de esferas duras dipolares (conocido como modelo DHS) y el

potencial de Stockmayer. El primero, supone para las interacciones repulsivas de corto

alcance un potencial de esferas duras (uHS(r)), mientras que el segundo, supone para

ellas un Lennard-Jones (uLJ(r)).

A pesar de la amplia literatura existente al respecto [Teixeira et. al. (2000)], el

diagrama de fases del fluido de esferas dipolares no está completamente determina-

do, ni mediante cálculos teóricos ni mediante simulación numérica. El comportamiento

del fluido a temperaturas bajas ha resultado ser especialmente complejo, pudiéndose

distinguir varias regiones con caracteŕısticas muy diferentes. Si se considera una tem-

peratura reducida T ∗ = kBTσ
3/m2 (siendo σ, en la notación habitual, el diámetro de la



142 SISTEMAS POLARES EN EQUILIBRIO

esfera), se estaŕıa hablando de valores de T ∗ ∼ 0.3− 0.6. Es en esta zona del diagrama

de fases en la que se va a centrar la descripción que se hace a continuación.

Tomando como base el análisis desarrollado por Klapp y Forstmann (1997), existe

una región de bajas densidades (ρ∗ = ρσ3 ∼ 0.04− 0.15) en la que el comportamiento

del fluido depende esencialmente de la presencia de fuerzas dispersivas en el modelo. Al

ser las fuerzas dipolares básicamente atractivas, se esperaba encontrar una transición

gas-ĺıquido para algún valor de la densidad en esta región. Dicha transición aparece

de manera clara en el caso del potencial de Stockmayer. Por el contrario, existe una

enorme controversia al respecto cuando se trata del modelo DHS. Algunos resultados

teóricos parecen dar indicios de condensación (la teoŕıa MSA predice esta transición y

HNC proporciona resultados que pueden interpretarse como la cercańıa a la región de

transición). En cuanto a los análisis mediante simulación, la búsqueda de la transición

se realiza en una región de densidades y temperaturas muy dif́ıcil de muestrear, por lo

que los resultados obtenidos no son tampoco concluyentes. Algunos de los trabajos más

representativos sobre el tema discut́ıan la posibilidad de que la transición ocurriera en

una región de temperaturas no explorada por la simulación dada su dificultad [Caillol

(1993)]. Por el contrario otros llegaban a afirmar que en el modelo DHS no existe la

condensación [Blair y Patey (1998)]. Trabajos recientes [Pshenichnikov y Mekhonoshin

(2001)] vuelven sobre este tema, aportando resultados que muestran indicios de la

transición en una región de temperaturas entorno a T ∗ ∼ 0.33, en contradicción con

los otros trabajos mencionados.

Lo que śı parece claro desde el punto de vista de simulación es la formación de

pares y agregados de más part́ıculas formando cadenas [Weis y Levesque (1993a); Weis

y Levesque (1993b)]. Este fenómeno es el dominante en una región de temperaturas

T ∗ ∼ 0.08 − 0.25 e inferiores. La formación de cadenas interfiere con el proceso de

nucleación en gotas necesario para la transición gas-ĺıquido, dificultando esta última.

A densidades suficientemente altas (ρ∗ ∼ 0.8), el fluido dipolar presenta una fase

fluida ferroeléctrica. Esta región es, de gran interés, puesto que el orden de largo alcance

orientacional coexiste con el desorden translacional. Además, el fenómeno es común

al modelo DHS y Stockmayer, mostrándose aśı como un efecto exclusivamente del

potencial dipolar. En ambos modelos, la enerǵıa de la interacción de dos part́ıculas

presenta el mı́nimo global cuando los dipolos de ambas se encuentran alineados en

configuración cabeza-cola. Un segundo mı́nimo, local, aparece cuando las esferas son
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tangentes y los dipolos se disponen antiparalelamente. En la fase ferroeléctrica los

dipolos encuentran su estado de equilibrio global al orientarse en direcciones paralelas

y en el mismo sentido.

La fase fluida ferroeléctrica, fue observada primero en estudios de simulación [Weis y

Levesque (1993a)], y ha podido ser confirmada por resultados teóricos (ver por ejemplo

[Groh y Dietrich (1994)]). Su aparición se refleja en el comportamiento de la constante

dieléctrica estática, que se hace infinita cuando todos los dipolos se encuentran alinea-

dos. Lo que muestran los resultados teóricos es que la constante dieléctrica crece con

una pendiente próxima a 90o a partir de un cierto valor de la densidad. Esto es lo que

se identifica como evidencia de la cercańıa a la fase fluida ferroeléctrica.

Por último, a densidades muy altas (ρ∗ ≥ 0.95) se puede observar la cristalización

del fluido.

7.1.1. El modelo DHS y la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales

Dentro del contexto de la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales, el diagrama de fases sólo

puede determinarse de manera cualitativa. El fenómeno de la formación de cadenas a

bajas densidades se ha asociado a la incapacidad de encontrar una solución de la ecua-

ción OZ en dicha región. Es todav́ıa objeto de estudio y discusión si esta incapacidad

puede considerarse realmente como indicio de dicho fenómeno, o simplemente pone de

manifiesto la invalidez de la aproximación utilizada en esas condiciones. Sin embargo,

los resultados de simulación, y el análisis de la estructura microscópica y propiedades

como la compresibilidad isoterma, apoyan esta asociación entre la ausencia de solución

de la ecuación OZ y el fenómeno f́ısico [Klapp y Forstmann (1997)].

A lo largo de esta Tesis se va a considerar únicamente el modelo DHS para tratar

el fluido dipolar. Además, la resolución de la ecuación OZ se hará en la aproximación

HNC, que se sabe adecuada para potenciales de largo alcance. Se ha demostrado [Lomba

et. al. (1992)] que, aun siendo más sencilla, HNC proporciona resultados de precisión

igual o en algunos casos incluso mayor, que otras aproximaciones más sofisticadas como

la RHNC, también muy utilizada en la descripción del fluido de esferas dipolares [Fries

y Patey (1985); Lado et. al (1986)].

Por otra parte, y debido a la dependencia angular del potencial de interacción y por

tanto, de las diferentes funciones de correlación, la técnica a utilizar en la resolución de
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la ecuación OZ es la de los desarrollos en armónicos esféricos, descrita en el Caṕıtulo

2. El desarrollo de la expresión (7.3) tiene la forma

u(12) = uHS(r)− 2m2

3r3
Y10(ω1)Y10(ω2)−

m∗2

3r3
Y11(ω1)Y11(ω2)−

m∗2

3r3
Y1−1(ω1)Y1−1(ω2)

(7.4)

Según esta expresión, los únicos coeficientes no nulos del desarrollo del potencial

son

u000(r) = uHS(r)

u110(r) = −2m2

3r3
(7.5)

u111(r) = u11−1(r) = −m2

3r3

La simetŕıa de la interacción introduce ciertas restricciones sobre los coeficientes de

cualquiera de las funciones de correlación a tratar, a saber

fl1l2m(r) = fl2l1m(r)

fl1l2m(r) = 0 ∀ l1 + l2 impar (7.6)

Estas relaciones, junto con el hecho de que sólo son no nulos los coeficientes del

potencial recogidos en las expresiones (7.5), simplifican enormemente la resolución del

problema numérico y las expresiones que permiten calcular las propiedades del sistema.

7.1.2. La constante dieléctrica estática

La constante dieléctrica estática es una de las propiedades que caracterizan el es-

tado del fluido dipolar, dando una idea de la orientación relativa de los dipolos de las

part́ıculas del medio. En su forma más general, esta propiedad es un tensor de orden

tres, que se convierte en diagonal y con las tres componentes de igual valor en el caso

de un medio isótropo y homogéneo. La constante dieléctrica dinámica refleja la res-

puesta del sistema a un campo eléctrico externo dependiente del tiempo a través de la

fluctuación de la polarización (momento dipolar total).

Este parece el contexto adecuado para aplicar los resultados de la Teoŕıa de Res-

puesta Lineal [Hansen y McDonald (1986)], que permiten calcular la respuesta a un
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campo externo de un sistema, a partir exclusivamente de propiedades del mismo en

ausencia de campo. Esta respuesta se refleja en la fluctuación de una magnitud del sis-

tema. En el espacio de Fourier, el resultado principal de la Teoŕıa de Respuesta Lineal

se expresa como

χAB(k, ω) =< A(k)B(k) >t=0 +iω

∫ ∞

0

dt < A(k, t)B(k, 0) > eiωt (7.7)

donde, A es la variable conjugada al campo externo, B, la magnitud que fluctúa en

presencia del mismo y χAB(k, ω) la susceptibilidad, que cuantifica la respuesta del

sistema.

En este caso, y debido a las peculiaridades de los medios dieléctricos, aparecen

dificultades que complican la aplicación directa de la relación (7.7). Supuesto un punto

r de la muestra, al aplicar un campo eléctrico externo E0(r, t), aparece una polarización

inducida en ese punto. Esta polarización, P(r), genera a su vez un campo eléctrico

inducido que se suma al externo, de forma que el campo total que está actuando en

ese punto y en ese instante (campo de Maxwell, E(r, t)) puede escribirse como

E(r, t) = E0(r, t) +

∫
dr′ T(r− r′)P(r′) (7.8)

siendo T(r) el llamado tensor dipolar que define la interacción dipolo-dipolo

udd(12) = −m2

r3
(m̂1 T(r) m̂2) (7.9)

T(r) = 3
r̂ · r̂
r2

− I (7.10)

donde, r̂ · r̂ indica un producto tensorial de los dos vectores unitarios r̂ y I es el tensor

unidad.

Expresada en el espacio de Fourier, la polarización es por una parte proporcional

al campo de Maxwell, a través del llamado tensor susceptibilidad dieléctrica dinámica

χ(k, ω)

P(k, ω) = χ(k, ω)E(k, ω) (7.11)

La susceptibilidad dieléctrica dinámica está directamente relacionada con el tensor

constante dieléctrica dinámica mediante la igualdad

χ(k, ω) =
1

4π
[ ε(k, ω)− I ] (7.12)



146 SISTEMAS POLARES EN EQUILIBRIO

Es importante señalar que esta magnitud f́ısica no es estrictamente una susceptibi-

lidad en el sentido de Teoŕıa de Respuesta Lineal, ya que no representa la respuesta al

campo externo, sino al campo de Maxwell.

Por otra parte, es posible escribir una relación de proporcionalidad del tipo

P(k, ω) = χ0(k, ω)E0(k, ω) (7.13)

donde, ahora śı, χ0(k, ω) es una susceptibilidad en sentido estricto. A ella se puede

aplicar el resultado de la Teoŕıa de Respuesta Lineal. Teniendo en cuenta que en este

caso la magnitud que fluctúa en presencia del campo y la variable conjugada al mismo

coinciden (ambas son la polarización), y sustituyendo en (7.7), se puede escribir

χ0(k, ω) =
β

V
[ < M(k)M(k) >E0=0 +iω

∫ ∞

0

dt < M(k, t)M(k, 0) > eiωt ] (7.14)

donde se ha introducido la magnitud M(r, t), densidad de momento dipolar, que cumple

que P(r, t) =< M(r, t) >E0=0, donde los promedios en ausencia de campo se han

representado mediante el sub́ındice E0=0.

Sólo se necesita entonces una relación que ligue las dos susceptibilidades definidas

para llegar a una expresión del tensor constante dieléctrica. Manipulando las relaciones

(7.8), (7.11) y (7.13), se obtiene

χ0(k, ω) = χ(k, ω)[ I + 4π
k̂ · k̂
k2

χ(k, ω) ]−1 (7.15)

Todas estas expresiones se simplifican al particularizar a la situación que aqúı in-

teresa, en la que se supone un medio isótropo, en el que por tanto el tensor constante

dieléctrica se hace escalar e independiente de la dirección en la que se calcule para

vectores de onda suficientemente pequeños (ĺım
k→0

). Si además el medio es homogéneo,

χxx
0 = χyy

0 = χzz
0 . Según esto, se puede escribir

4π ĺım
k→0

χαα
0 (k, ω) =

[ε(ω)− 1][2ε(ω) + 1]

3ε(ω)
, α = x, y, z (7.16)

donde se ha utilizado para llegar a esta expresión la relación (7.15).

Por otra parte, el valor que interesa es de la constante dieléctrica estática, es decir,

en el ĺımite ω → 0. En este ĺımite, la relación (7.16) se puede escribir en la forma

4πχ0 =
(ε− 1)(2ε+ 1)

3ε
(7.17)



Caracteŕısticas generales del fluido dipolar 147

donde impĺıcitamente, k = 0 y ω = 0.

Por otra parte, también la ecuación (7.14) se simplifica en los ĺımites mencionados

χαα
0 =

β

V
< M ·M >E0=0 , α = x, y, z (7.18)

Combinando las ecuaciones (7.17) y (7.18) se llega a una ecuación que permite

calcular ε

(ε− 1)(2ε+ 1)

9ε
= gky (7.19)

gk =
< |M|2 >
Nm2

(7.20)

y =
4πm2ρ

9kBT
(7.21)

Se ha escrito la expresión de la constante dieléctrica estática (7.19) en la forma en

la que se suele encontrar en la literatura, separando dos términos: el llamado factor de

Kirkwood (7.20) y un factor y, (7.21), que engloba los parámetros caracteŕısticos del

sistema y el estado termodinámico en el que se encuentra. Esta expresión sólo es válida

para un sistema infinito. En otras situaciones, hay que tener en cuenta el efecto de las

condiciones de contorno finitas del medio y la expresión se ve modificada.

La ecuación (7.19) relaciona una vez más una propiedad macroscópica (ε) del sis-

tema con una microscópica (M) a través del promedio de esta última. El momento

dipolar total puede expresarse como la suma de los momentos dipolares de todas las

part́ıculas del sistema M = m
N∑

i=1

m̂i, y por tanto, el promedio que aparece en el factor

de Kirkwood (7.20) se podrá expresar como

< |M|2 >= m2[ N +N(N − 1) < m̂1 · m̂2 > ] (7.22)

donde ahora m̂1 · m̂2 representa el producto escalar entre los vectores unitarios que

determinan las direcciones de los momentos dipolares de las part́ıculas 1 y 2 respecti-

vamente. Si se introduce ahora la definición de la función de distribución en el cálculo

del promedio, éste toma la forma

< |M|2 >= m2N [ 1 + ρ

∫
d1d2 g(12)m̂1 · m̂2 ] (7.23)
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El desarrollo en armónicos esféricos del producto escalar m̂1 · m̂2

m̂1 · m̂2 =
1

3
[ Y10(ω1)Y10(ω2)− 2Y11(ω1)Y11(ω2) ] (7.24)

permite simplificar la integral de la ecuación (7.23), y, haciendo uso además de las

relaciones (7.19) y (7.24), se obtiene la relación utilizada para el cálculo de la constante

dieléctrica estática a partir de la función de distribución

(ε− 1)(2ε+ 1)

9ε
=

4πm2ρ

9kBT

[
1 +

4π

3
ρ

∫
(g110(r)− 2g111(r))

]
(7.25)

La combinación lineal de estos coeficientes es precisamente el coeficiente g110(r) =

g110(r) − 2g111(r), del desarrollo en invariantes rotacionales (ver ecuación (2.41)), que

adquiere a través de la ecuación (7.25) un significado f́ısico relevante. Por eso, en muchas

ocasiones, la expresión de la constante dieléctrica estática aparece como

(ε− 1)(2ε+ 1)

9ε
=

4πm2ρ

9kBT

[
1 +

1

3
ρh̃110(0)

]
(7.26)

donde además se ha utilizado el desarrollo de la función de correlación total, según el

cual hl1l2m(r) = gl1l2m(r) − δl10δl20δm0. La expresión (7.26) es la que se utilizará en el

resto de la memoria.

La expresión de la constante dieléctrica se puede extender directamente en el ca-

so de tratar un fluido dipolar multicomponente, sin más que realizar la suma sobre

componentes

(ε− 1)(2ε+ 1)

9ε
=

4π

3V
[
∑

α

<
Nα∑
i=1

(mα
i )2 > +

∑
α 6=λ

<
Nα∑
i=1

mα
i

Nλ∑
j=1

mλ
j > ]

=
4π

3V
[
∑

α

m2
α(Nα +Nα(Nα − 1)) < m̂α

1 · m̂α
2 >

+
∑
α 6=λ

NαNλmαmλ < m̂α
1 · m̂λ

2 > ]

=
4π

3V
[
∑

α

ραm2
α(1 +

ρα

3
h̃110

αα (0))

+
∑
α 6=λ

ραρλmαmλ

3
h̃110

αλ (0) ] (7.27)
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La constante dieléctrica puede relacionarse también con el coeficiente h112(r) =

h110(r) + h111(r) a través del comportamiento asintótico de éste [Høye y Stell (1976)]

ĺım
r→∞

h112(r) =
βmeff 2

εr3
(7.28)

utilizando la notación habitual, meff = ε−1
3y

m, que hace referencia a un momento

dipolar efectivo, ya que la expresión aśı escrita recuerda que h112(r) es precisamente

la interacción efectiva de dos dipolos de prueba sumergidos a dilución infinita en un

solvente continuo de constante dieléctrica ε [Høye y Stell (1976)].

7.2. La mezcla de esferas duras dipolares y esferas duras

Además de examinar el comportamiento del fluido dipolar puro, se ha dedicado un

importante esfuerzo en los últimos años al estudio de modelos de mezclas polares/no

polares, en concreto del modelo DHS/HS (esferas duras dipolares/esferas duras).

El principal punto de interés de este modelo es la aparición de una separación en

dos fases ĺıquidas (demixing) predicha por la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales [Chen et.

al. (1991); Chen y Forstmann (1992)] y confirmada posteriormente por simulaciones

numéricas [Blair y Patey (1998)]. La separación en dos fases ĺıquidas, a la que se

denotará como segregación, se hab́ıa encontrado con anterioridad en mezclas de esferas

neutras y esferas cargadas, describiéndose el fenómeno en estos sistemas más bien como

la condensación de los componentes cargados influida débilmente por el componente

neutro de la mezcla. La existencia de la segregación en un modelo DHS/HS no puede

basarse en una afirmación equivalente si se admite que no existe condensación en el

diagrama de fases del modelo DHS puro. Dado que algunas de las teoŕıas predicen

una región de la transición gas-ĺıquido para el mismo que las simulaciones no detectan,

se esperaba una situación similar en la búsqueda de la transición de segregación. Sin

embargo, esta vez los estudios de simulación [Blair y Patey (1998)] confirmaron las

predicciones teóricas, determinando incluso una fuerte dependencia de la temperatura

a la que se produce la transición con el tamaño de las esferas neutras, decreciendo al

disminuir éste.

La segregación de la mezcla es fácilmente comprensible si se tiene presente que

las interacciones dipolo-dipolo son atractivas, mientras que las interacciones dipolo-

esfera neutra son exclusivamente repulsivas. Por ello, claramente los dipolos tienden
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a segregarse una vez la ganancia de enerǵıa interna compensa la pérdida de entroṕıa

asociada a la separación en dos fases.

Desde un punto de vista teórico, el estudio de la transición de segregación presenta

ciertas dificultades. En el caso de fluidos multicomponentes, es dif́ıcil caracterizar el

tipo de transición que en él se produce, ya que normalmente las variaciones de la

densidad total de la mezcla van acompañadas de fluctuaciones en la concentración de

cada componente. Las primeras seŕıan las dominantes en una transición gas-ĺıquido,

mientras que las segundas lo seŕıan en la transición de segregación, pero existe toda

una gama intermedia entre uno y otro ĺımite. En el caso del modelo DHS/HS se pueden

producir además inestabilidades inducidas por los grados de libertad orientacionales.

En los trabajos de Chen et. al. (1991) y Chen y Forstmann (1992) se propone un método

sistemático que permite clasificar el tipo de transición. Este se basa en el estudio de

las fluctuaciones de las densidades parciales de los componentes de la mezcla.

Chen et. al. (1991) toman como punto de partida la variación del gran potencial,

que puede escribirse como

δΩ =
1

2

∫
d1d2

∑
αλ

δ2Ω

δρα(1)δρλ(2)

∣∣∣∣
equilibrio

δρα(1)δρλ(2) (7.29)

donde
δ2Ω

δρα(1)δρλ(2)

∣∣∣∣
equilibrio

= kBT

[
δαλδ(12)

ρα

− cαλ(1,2)

]
(7.30)

Una vez desarrolladas las fluctuaciones de densidades parciales ( δρα(i)) y la función

de correlación directa en armónicos esféricos

δρα(i) =
∑
lm

δρlm
α (ri)Ylm(ω1) (7.31)

cαλ(ij) =
∑
l1l2m

cαλ
l1l2m(rij)Yl1m(ω1)Yl2m(ω2) (7.32)

y aplicando el teorema de Parseval, se obtiene para δΩ

δΩ =
kBT

2

1

(2π)3

∫
dk
∑
m

∑
αλ

∑
l1l2

4πδρ̃α
l1m(k)ρ−1/2

α

× [ δαλδl1l2 − (−1)mc̃αλ
l1l2m(k)ρ−1/2

α ρ
−1/2
λ ] ρ

−1/2
λ δρ̃λ

l2m(k)? (7.33)
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donde ahora los coeficientes están expresados en el sistema de referencia k. Se puede

pasar a la notación matricial habitual para el manejo de los diferentes coeficientes, con

lo que la relación (7.33) queda en la forma

δΩ =
kBT

2

1

(2π)3

∫
dk
∑
m

4πδρ̃m(k)ρ−1/2 [I− (−1)mC̃m(k)] ρ−1/2δρ̃†m(k) (7.34)

donde ahora

[C̃m(k)]αλ = ρ−1/2
α ρ

−1/2
λ cαλ

l1l2m (7.35)

[δρ̃m(k)]α = ρ−1/2
α δρ̃α

l1m(k) (7.36)

Utilizando esta expresión de δΩ, el valor medio de las fluctuaciones en densidad

(< δρ̃α?(k)δρ̃λ(k)) se expresa como [Chen y Forstmann (1992)]

< δρ̃α?
m (k)δρ̃λ

m(k) >=
V

4π
[I− (−1)mC̃m(k)]−1

αλ (7.37)

El valor medio de alguna de las fluctuaciones va a divergir cuando se alcance la

transición, bien sea gas-ĺıquido, bien sea tipo segregación. De hecho, en la situación

más general serán varias las que lo hagan. Según la relación (7.37), la divergencia

estará asociada a un valor propio nulo de la matriz [I− (−1)mC̃m(k)]. En concreto, las

transiciones que aqúı interesan tienen lugar a k = 0, esto es, sin ordenamiento espacial

periódico. Una vez se localice un autovalor nulo de la matriz, su autovector asociado

tendrá la forma

δρ̃′σ =
∑

α

xσαδρ̃α (7.38)

donde los pesos xσα dan información sobre qué densidades parciales contribuyen a la

divergencia.

Los coeficientes relevantes en transiciones que afectan al orden espacial (como son

la transición gas-ĺıquido o la de segregación) son aquellos con m = 0. En el caso de

esta mezcla binaria (modelo DHS/HS) se ha encontrado [Chen y Forstmann (1992)]

que basta analizar la submatriz(
1− ρnc̃

nn
000(0) −(ρnρd)

1/2cnd
000(0)

−(ρnρd)
1/2cdn

000(0) 1− ρdc̃
dd
000(0)

)
(7.39)
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donde se han utilizado las etiquetas n y d para denotar a la especie neutra y dipolar

respectivamente. El resto de coeficientes con m = 0 que en principio podŕıan contribuir

en (7.37) se anulan en k = 0.

Se pueden analizar además las proyecciones de los autovectores de esta matriz sobre

las combinaciones lineales

δρ̃ = δρ̃n
00 + δρ̃d

00 (7.40)

δc̃ = ρ−1/2[ρdδρ̃
n
00 − ρnδρ̃

d
00] (7.41)

donde ρ = ρn + ρd. La expresión (7.40) representa las fluctuaciones en densidad total y

(7.41), las de concentración. De este modo se puede discernir finalmente si contribuyen

con mayor peso las fluctuaciones en la densidad total (transición gas-ĺıquido) o en las

concentraciones de los componentes (segregación).

Es importante señalar que la matriz (7.35) es proporcional a la inversa del factor

de estructura concentración-concentración. Por este motivo, el estudio de esta última

magnitud (ecuación (3.28)), combinado con el análisis de la compresibilidad isoterma,

da en este caso una información equivalente al análisis expuesto aqúı: una transición del

tipo segregación llevará asociada una divergencia del factor de estructura Scc(k = 0) en

comparación con una compresibilidad isoterma finita. Por el contrario, en una transición

del tipo gas-ĺıquido es la compresibilidad la que diverge, sin que lo haga Scc(k = 0).

Sin embargo, en otro tipo de mezclas, en las que las densidades y concentraciones de

los componentes no son independientes (como es el caso de los electrolitos) hay que

acudir necesariamente al análisis de autovalores de la matriz [I− (−1)mC̃m(0)], por lo

que se ha créıdo conveniente exponerlo también aqúı.

En la Sección 8.1 se presentan algunos resultados del comportamiento del modelo

DHS/HS.

7.3. Un modelo de electrolito no primitivo

Las soluciones iónicas son objeto de una enorme cantidad de estudios tanto teóricos

como experimentales. En ellas, dos especies con cargas opuestas se disocian en un medio

formado por moléculas polares. La presencia de estas cargas móviles en el sistema hace

que vaŕıen drásticamente sus propiedades respecto a los sistemas polares hasta ahora

descritos. Esta amplia clase abarca sistemas muy diferentes, ya sea por el régimen de
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altas o bajas concentraciones de las especies cargadas, ya sea por la composición de las

mismas (desde sales hasta micelas - agregados moleculares - en disolución). Cada uno

de ellos requiere a su vez un tratamiento diferente. Sin embargo, al hablar de electrolito,

se hace aqúı la restricción a sistemas con las siguientes caracteŕısticas:

Los tamaños de todas las part́ıculas de la mezcla son del mismo orden.

La distribución de cargas no presenta importantes asimetŕıas.

La densidad de las especies cargadas es moderada.

Esencialmente se han propuesto dos tipos de tratamientos para describir un elec-

trolito: aquellos que consideran el disolvente, en el que las cargas se mueven, como

un continuo de constante dieléctrica ε (descripción de McMillan-Mayer), y aquellos

en los que se trata el disolvente expĺıcitamente, como una especie más de la mezcla

(descripción de Born-Oppenheimer).

El modelo más simple en el tratamiento McMillan-Mayer es el llamado modelo

primitivo, que supone interacciones tipo esferas duras a distancias cortas e introduce

la presencia del disolvente a través de su constante dieléctrica en las interacciones

de Coulomb carga-carga. En el caso de que las part́ıculas cargadas tengan el mismo

tamaño y la misma carga en valor absoluto, el modelo se conoce como modelo primitivo

restringido o RPM y ha sido ampliamente utilizado en la descripción de electrolitos

[Hafskjold y Stell (1982)]. Las interacciones en este modelo se reducen entonces a

uRPM
ij (12) = uHS(r) +

qiqj
εr

(7.42)

siendo qi y qj, las cargas de las part́ıculas 1 y 2 respectivamente, y ε, la constante

dieléctrica del disolvente polar.

La segunda clase de modelos antes mencionada, proporciona una descripción más

detallada del sistema, ya que tiene en cuenta la distribución de las part́ıculas polares

del disolvente, que condiciona la distribución de las especies cargadas. Con estos mo-

delos se puede estudiar la influencia del disolvente sobre el comportamiento del soluto,

fenómenos de solvatación, etc. inaccesibles a los modelos primitivos.
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En el tratamiento Born-Oppenheimer, el modelo más sencillo consiste en una mezcla

de esferas duras dipolares y esferas duras cargadas, a saber

uij(12) = uHS(r) +
qiqj
r

(7.43)

udi(12) = uHS(r)− qim

r2
(m̂ · r̂12) (7.44)

udd(12) = uHS(r)− m2

r3
[3(m̂1 · r̂12)(m̂2 · r̂12)− m̂1 · m̂2] (7.45)

En el caso más general, podŕıan considerarse tamaños diferentes en cada especie,

aśı como asimetŕıa en la distribución de carga, siempre y cuando se cumpla, como en

todas las mezclas iónicas, la condición de neutralidad de carga, es decir,
N∑

i=1

qiρi = 0.

En esta Tesis se va a considerar únicamente el caso totalmente simétrico, en el que las

tres especies tienen el mismo diámetro y además q+ = −q− = q.

Los coeficientes no nulos de los desarrollos de los tres tipos de interacciones son

ahora

uij
000(r) = uHS(r) +

qiqj
r

(7.46)

udi
000(r) = uHS(r) (7.47)

udi
100(r) =

qim√
3r2

(7.48)

udd
000(r) = uHS(r) (7.49)

udd
110(r) = −2m2

3r3
(7.50)

udd
111(r) = u11−1(r) = −m2

3r3
(7.51)

El modelo (DHS/ChHS) ha sido estudiado mediante diferentes aproximaciones den-

tro de la Teoŕıa de Ecuaciones Integrales. La aproximación MSA (Mean Spherical Apro-

ximation) por ejemplo, proporciona para él una solución anaĺıtica [Blum (1974)], pero

se sabe que no describe correctamente el sistema fuera de un rango medio de densi-

dades. Aśı, se ha recurrido a la aproximación HNC, y variantes de ésta, que al menos

tienen en cuenta correctamente la formación de pares producida en la asociación iónica.

De nuevo en las soluciones iónicas, uno de los fenómenos de interés es la posible

separación en dos fases ĺıquidas. Se ha observado esta transición de segregación en
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soluciones iónicas reales [Weingärtner y Schröer (2001)] y se ha discutido si la transición

tiene su origen el el carácter hidrófobo (utilizando el término en un sentido amplio,

aunque el disolvente no sea agua) de las interacciones disolvente-soluto o si está más

bien provocada por una condensación del gas de iones. Estudios teóricos a este respecto

apoyan la segunda interpretación, localizando la transición en estados en los que las

interacciones ión-ión llegan a ser suficientemente fuertes (Chen y Forstmann (2001)

realizaron un exhaustivo análisis en este sentido utilizando la aproximación RHNC).

Básicamente la segregación se produce como resultado de la competición entre las

diferentes interacciones atractivas presentes en el sistema: dipolo-dipolo, anión-catión,

ión-dipolo [Høye et. al. (1988)].

El método de análisis de fluctuaciones expuesto en el apartado anterior para cla-

sificar el tipo de transición, es también aplicable a las mezclas iónicas. Sin embargo,

y para tener en cuenta de manera expĺıcita la influencia de las cargas, es conveniente

reformularlo en términos de fluctuaciones de densidad iónica (7.52), densidad de carga

total (7.53) y densidad de dipolos (δρ̃d(k))

δρ̃ión(k) = δρ̃+(k) + δρ̃−(k) (7.52)

δρ̃q(k) = q+δρ̃+(k) + q−δρ̃−(k) (7.53)

La matriz M = [I − (−1)mC̃m(k = 0)]m=0 (matriz de estabilidad) equivalente a

la encontrada en el caso de la mezcla de dipolos y esferas neutras se puede escribir

en función de los coeficientes de los desarrollos de las nuevas fluctuaciones. Aśı, los

diferentes elementos de la matriz M, tienen la forma

Mqq = c̃+− − c̃++ + c̃−−

2
+
ρ+ + ρ−
2ρ+ρ−

Mión ión = q+q−c̃
+− − 1

2
(q2
−c̃++ + q2

+c̃
−−) +

q2
+ρ

2
+ + q2

−ρ
2
−

2ρ+ρ−
Mq ión = Mión q = q−c̃

++ + q+c̃
−− − (q− + q+)c̃+−

Mq d2l
= Md2lq =

1

2
(q+ − q−)(c̃+d

0(2l)0 − c̃−d
0(2l)0) (7.54)

Mq d2l+1
= M∗

d q2l+1
=

1

2
(q+ − q−)(c̃+d

0(2l+1)0 − c̃−d
0(2l+1)0)

Mión d2l
= Md2l ión =

1

2
(q− − q+)(q−c̃

+d
0(2l)0 − q+c̃

−d
0(2l)0)

Mión d2l+1
= M∗

d2l+1 ión =
1

2
(q+ − q−)(q−c̃

+d
0(2l+1)0 − q−c̃

−d
0(2l+1)0)
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donde todas las funciones de correlación directa están evaluadas en k = 0. Estas ecua-

ciones han de tratarse numéricamente con sumo cuidado, ya que, el hecho de que la

condición de neutralidad de carga impida que se produzcan fluctuaciones de densidad

de carga, implica que ĺım
k→0

Mqq(k) = ∞. No obstante, en el caso simétrico, en el que

ρ+ = ρ− = ρ/2 y q+ + q− = 0, se pueden construir las fluctuaciones en densidad total

(7.55) y concentración (7.56)

δρ̃(k) = ρ−
1
2 (δρ̃ión(k) + δρ̃d(k)) (7.55)

δc̃(k) = ρ−
1
2 (cióncd)

− 1
2 (ρdδρ̃ión(k)− ρiónδρ̃d(k)) (7.56)

prescindiendo directamente de la fluctuación de la densidad de carga [Chen y Forstmann

(2001)]. Aqúı ρ = ρ+ + ρ− + ρd, ρión = ρ+ + ρ−, la concentración ción = c+ + c−

y δρ̃d(k) = δρ̃d
00(k). La variación del funcional del gran potencial, referida a estas

fluctuaciones, evaluadas en k = 0 queda

δΩ =
1

2βV

(
δρ̃(0) δc̃(0)

)( Mρρ(0) Mρc(0)

Mcρ(0) Mcc(0)

)(
δρ̃(0)

δc̃(0)

)
(7.57)

con las siguientes expresiones para los elementos de matriz

Mρρ = 1− ρ
[
c2iónc̃

ión ión + c2dc̃
dd
000 + 2cióncdc̃

+d
000

]
(7.58)

Mρc = Mcρ = ρ(cióncd)
1
2

[
cdc̃

dd
000 − ciónc̃

ión ión − (cdción)c̃
+d
000

]
(7.59)

Mcc = 1− cióncd
[
c̃ión ión + c̃dd

000 − 2c̃+d
000

]
(7.60)

donde de nuevo los coeficientes están evaluados en k = 0 y se ha definido la función

c̃ión ión(k) =
1

2

[
c̃++(k) + c̃+−(k)

]
(7.61)

completando aśı la formulación para la mezcla iónica del método que permite dife-

renciar entre las transiciones tipo gas-ĺıquido y las transiciones de tipo segregación.

Este método se complementa como es habitual con el análisis de la compresibilidad

isoterma.

Otro aspecto propio de las mezclas iónicas es el comportamiento de largo alcance

de las funciones de correlación de la mezcla. Existen dos caracteŕısticas principales



Un modelo de electrolito no primitivo 157

que condicionan el comportamiento de una mezcla iónica: el largo alcance de las inte-

racciones, que se refleja en el largo alcance en las funciones de correlación directa, y

el apantallamiento de las fuerzas, debido a la disposición en capas de iones de carga

opuesta. Por otra parte, la presencia de cargas en el medio dipolar va a alterar nece-

sariamente el campo local que siente cada dipolo. Esto se refleja en una alteración del

comportamiento asintótico de las funciones de correlación dipolo-dipolo, ı́ntimamente

relacionado como se ha visto, con la constante dieléctrica del medio.

A este respecto, es sabido que el comportamiento asintótico de las funciones de

correlación directa en un fluido en equilibrio es el del potencial de interacción

ĺım
r→∞

c(r) = βu(r) (7.62)

ĺım
k→0

c̃(k) = βũ(k) (7.63)

De este modo y a través de las ecuaciones OZ de la mezcla puede estudiarse el com-

portamiento de largo alcance de las diferentes funciones de correlación. De él [Levesque

et. al. (1980)] se extraen algunas conclusiones que ponen de manifiesto el efecto de la

de las cargas sobre la reorientación de los dipolos antes mencionada. Esto se refleja en

los coeficientes angulares de la función de correlación dipolo-dipolo. Aśı por ejemplo,

el coeficiente h112
dd (r), que en un fluido dipolar puro se relacionaba con la constante

dieléctrica en el ĺımite r → ∞ mediante la relación (7.28), es ahora de un alcance

mucho menor, de forma que, en el espacio de Fourier,

ĺım
k→0

h̃112
dd (k) = 0 (7.64)

mientras que, de la relación (7.28) deducida para el fluido dipolar puro se obtiene, en

el ĺımite k → 0

ĺım
k→0

h̃112
dd (k) = −4πβmeff 2

3ε
(7.65)

Otro ejemplo se encuentra en el comportamiento asintótico del coeficiente h110
dd (r).

En un sistema formado únicamente por part́ıculas dipolares o neutras, este coeficiente

está relacionado con el valor de la constante dieléctrica mediante la ecuación (7.19).

Esta relación se ve también ahora modificada [Levesque et. al. (1980)], siendo

ε− 1

3y
= 1 +

ρd

3
h̃110

dd (0) (7.66)
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Tabla 7.1: Tabla resumen del comportamiento asintótico de los coeficientes angulares significativos de
la función de correlación dipolo-dipolo en los modelos DHS, DHS/HS y DHS/ChHS.

Modelo y(1 + ρd

3
h̃110

dd (0)) ĺım
k→0

h̃112
dd (k)

DHS (ε−1)(2ε+1)
9ε

−4πβmeff 2

3ε

DHS/HS (ε−1)(2ε+1)
9ε

−4πβmeff 2

3ε

DHS/ChHS ε−1
3

0

Para llegar a la ecuación (7.66) se plantean las ecuaciones OZ en el espacio de

Fourier en el ĺımite k → 0 y se asume una ecuación del tipo

h̃ij(k)− c̃eff
ij (k) =

∑
n

ρñ̃hin(k)c̃eff
nj (k) (7.67)

para las correlaciones entre dos cargas (i, j) que se encuentren a dilución infinita en la

mezcla. Se puede entonces asociar al comportamiento asintótico de esta función ceff
ij (r)

un potencial de interacción efectivo de la forma

ĺım
r→∞

ceff
ij (r) = −β qiqj

εr
(7.68)

Esta ε es entonces la constante dieléctrica asociada al medio en el que esas dos

cargas están inmersas.

En la tabla 7.1 se resumen estos resultados, para los tres modelos: DHS, DHS/HS

y DHS/ChHS.

Por otra parte, el largo alcance de las interacciones y de las funciones de correlación

requiere un tratamiento especial en la resolución numérica de la ecuación OZ y en el

cálculo de las propiedades termodinámicas. Una alternativa para abordar el problema

es la corrección de los comportamientos de largo alcance en el cálculo numérico de las

transformadas de Fourier de las funciones de correlación. Siguiendo este método, las

funciones de correlación directa se pueden separar en dos términos de corto (SR) y

largo (LR) alcance. Aśı por ejemplo se han propuesto las siguientes formas funcionales
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para estas últimas [Chen y Forstmann (2001)]

cLR
ij (12) = −βqiqje(r) (7.69)

cLR
id (12) = −βqime′(r)(m̂2 · r̂12) (7.70)

cLR
dd (12) = −βm2

3r3
[e′(r)− re′′(r)][ 3(m̂1 · r̂12)(m̂2 · r̂12)− m̂1 · m̂2 ] (7.71)

siendo la función e(r) = erf(r)/r - erf(r) es la función error - y e′(r) y e′′(r), su primera

y segunda derivadas respectivamente.

El procedimiento consiste entonces en calcular la transformada de Fourier numérica

de la parte de corto alcance de cada función cSR
αλ (r) y sumar posteriormente la trans-

formada de la parte de largo alcance c̃LR
αλ (k), calculada anaĺıticamente. El proceso se

invierte al pasar de nuevo al espacio real. Las transformadas de Fourier de las funciones

(7.69), (7.70) y (7.71) son, respectivamente

c̃LR
ij (k) = −βqiqj ẽ(k) (7.72)

c̃LR
id (12) = βqimkẽ(k)(m̂2 · k̂) (7.73)

c̃LR
dd (12) = β

m2k2

3
ẽ(k)[ 3(m̂1 · k̂)(m̂2 · k̂)− m̂1 · m̂2 ] (7.74)

donde, ẽ(k), la transformada de Fourier de la función error, es

ẽ(k) =
4π

k2
e−

k2

4 (7.75)

En cuanto al cálculo de las propiedades termodinámicas, se ha extendido de manera

directa el método empleado por Høye et. al. (1992) para el modelo RPM, adaptándolo

al modelo DHS/ChHS. Según esto, se calcula:

1. La enerǵıa interna de mezcla, suma de las contribuciones U ex
qq , U ex

qd = U ex
dq y U ex

dd

βU ex
qq

N
=

2π

ρ

[∑
ij

ρiqiρjqj

∫ ∞

σij

dr rhij(r)− 1

2

∑
ij

ρiqiρjqjσ
2
ij

]
(7.76)

βU ex
qd

N
= −2π

ρ
ρd

m√
3

∑
i

ρiqi

∫ ∞

0

dr hqd
010(r) (7.77)

βU ex
dd

N
= −2π

ρ
ρ2

d

m2

3

∫ ∞

0

dr
1

r

[
hdd

110(r) + 2hdd
111(r)

]
(7.78)
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2. La presión se puede expresar en función de la enerǵıa interna en la forma

βP

ρ
= 1 +

2π

3ρ
[
∑
ij

ρiρjσ
3
ij(hij(σij + 1)

+ ρd

∑
i

ρiqiσ
3
id(hid(σid + 1) (7.79)

+ ρ2
dσ

3
dd(hdd(σdd + 1) ]

+
βU ex

qq

3N
+

2βU ex
qd

3N
+
βU ex

dd

N

3. En cuanto al potencial qúımico, tomando la idea de Sloth y Sørensen (1990),

se separan las partes de largo alcance de las funciones ión-ión y las funciones

ión-dipolo, de forma que

c∗ij(r) = cij(r) + β
qiqj
r

(7.80)

s∗ij(r) = sij(r)− β
qiqj
r

(7.81)

cid∗010(r) = cid010(r) +
qim√
3r2

(7.82)

sid∗
010(r) = sid

010(r)−
qim√
3r2

(7.83)

Sustituyendo estas relaciones en la expresión general del potencial qúımico y

aplicando una vez más la condición de neutralidad de carga, se puede escribir el

potencial qúımico de cada especie de manera equivalente a la expuesta por Høye

et. al. (1992)

βµex
i = −2π

∑
j

ρj

[∫ σij

0

dr r2c∗ij(r) +

∫ ∞

σij

dr r2[ hij(r)s
∗
ij(r)− 2c∗ij(r)]

+ βqiqj

∫ ∞

σij

dr rhij(r)− βqiqj
σ2

ij

2
+

1

3
σ3

ij

]
− c̃id000(k = 0) + 2πρd

[∑
l1 6=1

∫
dr r2hid

0l10(r)s
id
0l10(r) +

∫
dr r2hid

010s
id∗
010(r)

+
qim√

3

∫
dr hid

010(r)

]
(7.84)
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βµex
d =

∑
i

ρi

[
−c̃di

000(k = 0) + 2π
∑
l1 6=1

∫
dr r2hdi

l100(r)s
di
l100(r)

+ 2π

∫
dr r2hdi

100s
di∗
100(r) + 2π

qim√
3

∫
dr hdi

100(r)

]
+ ρd

[
c̃dd
000(k = 0) + 2π

∑
l1l2m

∫
dr r2hdd

l1l2m(r)sdd
l1l2m(r)

]
(7.85)

En la Sección 8.2 se presentan resultados para estas propiedades termodinámicas de

electrolitos que representan la mezcla equilibrada equivalente de sistemas compuestos

por fluidos dipolares incluidos en matrices cargadas. Es posible, mediante la compara-

ción de estas dos clases de sistemas, analizar el efecto que tiene sobre las propiedades

del componente dipolar el hecho de congelar las posiciones iónicas.





Caṕıtulo 8

EL FLUIDO DIPOLAR

CONFINADO

Este Caṕıtulo se centra en estudio del comportamiento del fluido dipolar confinado

en una matriz porosa desordenada. Se ha considerado en un primer estudio un sustrato

poroso neutro, de forma que el fluido dipolar siente exclusivamente la influencia del

confinamiento y del desorden.

Una vez se haya esclarecido el efecto de la presencia del sustrato, será interesante

analizar el caso de matriz cargada, en el que, además de los efectos anteriores, juegan

un importante papel las interacciones carga-dipolo por su influencia directa sobre el

ordenamiento orientacional del fluido.

8.1. El fluido dipolar confinado en una matriz neutra

Se espera que los procesos de adsorción que se producen al confinar un fluido polar en

un medio poroso, modifiquen su comportamiento. Será interesante analizar si la posible

transición gas-ĺıquido se ve favorecida o no por efecto del confinamiento. Otra cuestión

que se quiere analizar es la influencia sobre las propiedades dieléctricas del fluido. Al

ser la matriz neutra, los efectos que se encuentren puede atribuirse exclusivamente al

confinamiento y al desorden, este último relacionado con la topoloǵıa de la matriz.

Aśı, se presenta a continuación el análisis llevado a cabo sobre un modelo de fluido
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Figura 8.1: Representación bidimensional de una configuración de part́ıculas de dos modelos de matriz
con el mismo volumen libre.

DHS confinado. Para poder tratar los diferentes aspectos antes mencionados, se van a

considerar dos modelos para el sustrato poroso:

1. La configuración de la matriz corresponde a la de un fluido de esferas duras a

una cierta densidad (figura 8.1(a)).

2. Las esferas que constituyen la matriz se distribuyen aleatoriamente en el espacio,

permitiendo aśı solapamientos entre ellas (figura 8.1(b)).

La interacción fluido-matriz es en ambos casos tipo esferas duras. Para una misma den-

sidad numérica, el espacio al que el fluido puede acceder es mucho mayor en el segundo

caso. Por otra parte, para un mismo volumen libre, éste queda dividido en regiones con

una mayor conectividad entre ellas en el caso de que se permitan solapamientos entre

las part́ıculas del sustrato. Esto se ilustra en la figura 8.1 en la que se ha hecho una

representación bidimensional de los dos modelos de matriz. Por conectividad se entien-

de la presencia de caminos entre unas zonas y otras del espacio, que sean accesibles

para el fluido. Como se aprecia en la figura, en el caso de la matriz de esferas duras, la
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mayor parte de los caminos entre las cavidades formadas son inaccesibles a part́ıculas

de fluido del mismo tamaño.

Por otra parte, comparando este sistema con la mezcla completamente equilibrada

equivalente (modelo DHS/HS) se puede dilucidar si el hecho de mantener las posiciones

de las part́ıculas neutras congeladas, modifica el comportamiento de las dipolares.

El modelo descrito para el sistema parcialmente congelado quedará determinado

por las siguientes interacciones

u00(12) = uHS(r), matriz de esferas duras (8.1)

u00(12) = 0, matriz aleatoria (8.2)

u10(12) = uHS(r) (8.3)

u11(12) = uHS(r)− m∗2

r3
[3(m̂1 · r̂12)(m̂2 · r̂12)− m̂1 · m̂2] (8.4)

donde las etiquetas para la matriz (0) y el fluido (1) se han elegido siguiendo la no-

tación habitual. Se ha reducido el valor del momento dipolar con la temperatura, de

forma que m∗ = m/
√
kBTσ3

1, siendo σ1 el diámetro de las esferas dipolares. De forma

equivalente, el diámetro de las part́ıculas de matriz es σ0. A la interacción fluido-matriz

se le asigna un diámetro σ10 = (σ0 + σ1)/2. Aśı, el caso de matriz de esferas duras se

puede considerar como aditivo, mientras que el de esferas con posiciones aleatorias seŕıa

fuertemente no aditivo.

Dada la naturaleza de las interacciones del fluido dipolar, habrá que estudiar el

modelo bajo el formalismo desarrollado en el Caṕıtulo 6 para el tratamiento de fluidos

moleculares confinados. El conjunto de ecuaciones ROZ a resolver es el formado por

las expresiones (6.9)-(6.12).

Las simetŕıas de las interacciones imponen las siguientes restricciones sobre los

coeficientes de los desarrollos en armónicos esféricos

f 10
l 0 m(r12) = f 01

0 l m(r12) para l par (8.5)

f 10
l 0 m(r12) = f 01

0 l m(r12) = 0 para l impar (8.6)

f 11
l1 l2 m(r12) = f 11

l2 l1 m(r12) para l1 + l2 par (8.7)

f 11
l1 l2 m(r12) = 0 para l1 + l2 impar (8.8)

Además, al analizar la ecuación que correspondeŕıa a las correlaciones réplica-répli-
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ca, y teniendo en cuenta las relaciones (8.5)-(8.8), se observa que f 12
l1 l2 m(r12) = 0

siempre que l1 o l2 sean impares.

Las ecuaciones ROZ se resuelven entonces junto con las relaciones de cierre corres-

pondientes. De nuevo se considera la aproximación HNC.

Para tener una visión completa del comportamiento del fluido DHS confinado, se van

a calcular también algunas de sus propiedades termodinámicas. Aśı, particularizando

a este caso concreto las relaciones expuestas en la Sección 6.2 se pueden obtener:

1. La enerǵıa interna. Teniendo en cuenta el desarrollo en armónicos esféricos del

potencial dipolo-dipolo, la expresión general de la enerǵıa interna se reduce a la

suma de dos términos

U ex

V
= 2πρ2

1

∫
dr r2[u11

110(r)g
11
110(r) + 2u11

111(r)g
11
111(r)] (8.9)

2. El potencial qúımico. En este caso, por estar en aproximación HNC, la expre-

sión a utilizar es

βµex
1 = ρ0

[
−c̃10

000(0) +
1

2

∫
dr
∑
l1

h10
l100γ

10
l100

]
+ ρ1

[
− c̃11000(0) +

1

2

∫
dr
∑
l1l2m

h11
l1l2mγ

11
l1l2m

]
− ρ1

[
− c̃12

000(0) +
1

2

∫
dr
∑
l1l2m

h12
l1l2mγ

12
l1l2m

]
(8.10)

en la que serán de gran utilidad las relaciones entre coeficientes antes mencionadas

para simplificar el cálculo. Como siempre, el potencial qúımico total viene dado

por βµ1 = log ρ1 + βµex
1 .

3. La compresibilidad isoterma

∂ρ1

∂βP

∣∣∣∣
T

=

[
1− 4πρ1

∫
dr r2cc000(r)

]−1

= 1 + 4πρ1

∫
dr r2hc

000(r) (8.11)

y el factor de estructura

S(k) = 1 + ρ1h̃
000
c (k) (8.12)

respectivamente.
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Como ya se ha mencionado, interesaba especialmente analizar las propiedades dieléctri-

cas del fluido. Para ello fue necesario deducir una expresión para la constante dieléctrica

del fluido dipolar confinado.

En un sistema como el fluido dipolar, al construir la enerǵıa libre, además de con-

siderar los términos de presión, entroṕıa y potencial qúımico, es necesario introducir

un término del tipo PdE [Reichl (1980)], siendo P la polarización del medio (en un

medio isótropo y homogéneo, P = M/V ) y E el campo eléctrico externo aplicado. Aśı,

al plantear la enerǵıa libre del sistema replicado

dF rep(s) = −P rep(s)dV −Srep(s)dT −sN rep
1 (s)dµ1 +µrep

0 (s)dN0 +s
Mrep(s)

V
dE (8.13)

donde Mrep(s) =
∑N1

i=1 mi está referido al sistema replicado, de dimensiones infinitas,

siendo éste una mezcla de s componentes con momento dipolar no nulo y de idéntico

valor (m∗
1 = m∗

2, ...,m
∗
s = m∗) y un componente neutro (m∗

0 = 0). De la ecuación (8.13)

se obtiene la relación entre el momento dipolar total del fluido confinado en función de

la magnitud en el sistema replicado

< M > = ĺım
s→0

< Mrep(s) >rep (8.14)

especificando aśı que en el segundo miembro de la igualdad se está realizando un

promedio sobre la mezcla equilibrada que supone el sistema replicado.

Por otra parte, teniendo en cuenta que desde el punto de vista electrostático el sis-

tema parcialmente congelado mantiene las mismas caracteŕısticas que la mezcla equi-

librada (medio infinito, homogéneo e isótropo), se puede aplicar el mismo formalismo

de la respuesta lineal - Sección 7.1.2 - obteniendo

(ε− 1)(2ε+ 1)

3ε
=

4π

3V
< |M|2 >E=0 (8.15)

Haciendo uso de la relación (8.14), se puede escribir la igualdad

(ε− 1)(2ε+ 1)

3ε
=

4π

3V
ĺım
s→0

< |Mrep(s)|2 >rep,E=0

=
4π

3
ρ1m

∗2 ĺım
s→0

[
1 +

ρ1

3
h̃110

11 (0) + (s− 1)
ρ1

3
h̃110

12 (0)
]

(8.16)

donde se ha utilizado la relación (7.27) para escribir la segunda igualdad. En el ĺımi-

te s → 0 se obtiene la expresión final de la constante dieléctrica del fluido dipolar

confinado
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(ε− 1)(2ε+ 1)

3ε
=

4π

3
ρ1m

∗2
[
1 +

ρ1

3
(h̃110

11 (0)− h̃110
12 (0))

]
=

4π

3
ρ1m

∗2
[
1 +

ρ1

3
h̃110

c (0)
]

(8.17)

Una vez más se confirma la dependencia exclusiva de una función respuesta del

sistema en la parte conexa de la función de correlación fluido-fluido. Esta relación

establece además el comportamiento de largo alcance del coeficiente h110
c (r).

Por otra parte, si se analiza el comportamiento de largo alcance de la función

h112
c (r) = hc

110 + hc
111, se obtiene una expresión equivalente a la encontrada en el caso

del fluido dipolar isótropo (ecuación (7.28))

ĺım
r→∞

h112
c (r) =

βmeff 2

εr3
(8.18)

estableciéndose aśı un paralelismo entre las funciones de correlación del fluido puro y

la parte conexa de las correlaciones fluido-fluido.

Hay que recordar que en el caso concreto de la matriz neutra, y debido a la simetŕıa

de los potenciales de interacción u10(12) y u11(12), se cumple que h110
c (r) = h110

11 (r)

y h112
c (r) = h112

11 (r). Estas expresiones se reducen por tanto a las del caso del fluido

dipolar puro. Esto es sin embargo una peculiaridad del modelo de potencial elegido, por

lo que se ha preferido presentar las expresiones generales, válidas para otros modelos,

como el de fluido dipolar no centro-simétrico, o el caso de la matriz cargada que se

analizará en el siguiente apartado.

Se presentan a continuación los resultados obtenidos al estudiar el modelo de fluido

DHS confinado en los dos modelos de matriz neutra: matriz de esferas duras y matriz de

posiciones aleatorias. Las ecuaciones ROZ se resolvieron en un espacio discretizado en

4096 puntos y con un espaciado de ∆r = 0.01σ1 entre ellos. Se han utilizado desarrollos

en armónicos esféricos truncados en mmax = 4, resolviendo las ecuaciones matriciales

ROZ según el método de Lado (1982a) expuesto en el Caṕıtulo 2.

El momento dipolar reducido de las part́ıculas de fluido se ha fijado en un valor de

m?2 = 2.75, siendo m? = m/
√
kBtσ3

1, para el que la aproximación HNC proporciona

resultados precisos respecto a los de simulación en el caso del modelo DHS puro [Lomba

et. al. (1992)].
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En cuanto a la matriz, se han considerado, para cada modelo de matriz, dos rela-

ciones entre el tamaño de las part́ıculas de fluido y de matriz: σ0/σ1 = 1 y σ0/σ1 = 3.

A su vez, para cada uno de éstos se ha realizado un barrido en densidades de fluido

para dos valores diferentes de la densidad de la matriz. Para la matriz de posiciones

aleatorias, las densidades de fluido se han fijado a partir de las densidades de la matriz

de esferas duras (ρHS
0 ), de forma que el volumen que ambas dejan libre sea el mismo.

La relación entre las densidades de uno y otro modelo es

ρ0σ0
3 = − 6

π
log(1− π

6
ρ0

HSσ0
3) (8.19)

También las densidades utilizadas para los casos de relación de diámetros 3 han

sido calculadas de forma que el volumen libre sea el mismo que los respectivos casos de

part́ıculas de igual tamaño. El estudio se realizó asimismo para los estados equivalentes

en una mezcla equilibrada de dipolos y esferas neutras con interacciones aditivas y no

aditivas semejantes a las de los dos modelos de matriz.

Se recoge en la tabla 8.1 un esquema de todos los casos tratados, asignando una

etiqueta a cada uno de ellos en la primera columna que se utilizará en el resto de la

discusión para designar a cada estado, tanto de la mezcla equilibrada como del sistema

parcialmente congelado. Este está caracterizado por un modelo de interacción entre

part́ıculas neutras (HS o aleatoria) una densidad de part́ıculas neutras, y una relación

de diámetros σ0/σ1, 1 o 3.

Todos los resultados se han comparado con los obtenidos mediante simulación

numérica GCMC [Fernaud et. al. (2003)]. Los volúmenes t́ıpicos que se emplearon en

cada simulación fueron de ∼ 1000 − 3000σ3
1, lo que garantiza un número de part́ıculas

suficientemente grande (entre 10 y 2000, dependiendo del caso). El número de pasos

GCMC para una configuración dada es igual a 2× 108. Por último, se promedia sobre

6 configuraciones de matriz.

En las figuras 8.2 y 8.3, se presenta el comportamiento de la compresibilidad iso-

terma del fluido DHS confinado en la matriz de esferas duras y en la matriz aleatoria,

respectivamente.

Las figuras de la izquierda corresponden a la relación de tamaños σ0/σ1 = 1 y las

de la derecha, a σ0/σ1 = 3. Además se ha representado esta misma magnitud para la

mezcla equilibrada DHS/HS. Esta se calcula particularizando la expresión general para
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Tabla 8.1: Tabla resumen de los diferentes casos del modelo DHS/HS estudiado.

Caso u00(12) σ0/σ1 ρ0σ
3
1

HS1 HS 1 0.1

HS2 HS 1 0.6

alt1 aleatoria 1 0.1027

alt2 aleatoria 1 0.7020

HS3 HS 3 0.0037

HS4 HS 3 0.0222

alt3 aleatoria 3 0.0038

alt4 aleatoria 3 0.0267

mezclas expuesta en el Caṕıtulo 3 mediante la relación(
∂ρ

∂βP

)
T

=
1 + ρ0h̃00(0) + ρ1h̃

000
11 (0) + ρ1ρ0(h̃00(0)h̃000

11 (0)− [h̃000
10 (0)]2)

ρ0 + ρ1 + ρ0ρ1(h̃00(0)− 2h̃000
10 (0) + h̃000

11 (0)
(8.20)

donde, ρ = ρ0 + ρ1.

El análisis de esta magnitud en la mezcla equilibrada se complementa con el de la

inversa del factor de estructura concentración-concentración en k = 0, calculado según

la ecuación (ver Caṕıtulo 3)

Scc(0)

x1x2

= 1 + ρx0x1

(
h̃00(0)− 2h̃10

000(0) + h̃11
000(0)

)
(8.21)

La forma de las curvas x1x2/Scc(0) indica la gran inestabilidad de la mezcla DHS/HS

en el caso de mayor densidad de esferas neutras. La brusca cáıda en el valor de esta

magnitud se asocia a una transición de tipo segregación, ya que la compresibilidad

isoterma mantiene valores finitos para la misma de la densidad ρ1. Por otra parte,

algunas de las curvas de compresibilidad muestran un máximo a densidades bajas de

dipolos. Esto se podŕıa interpretar como una tendencia a una transición gas-ĺıquido.

Siguiendo esta interpretación, y observando el caso de relación de diámetros σ0/σ1 = 1,
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la tendencia a esta transición se veŕıa favorecida en el caso del sistema parcialmente

congelado frente a la mezcla equilibrada. Este efecto aparece amplificado en el caso de

la matriz aleatoria, especialmente en el caso de mayor densidad de matriz. Como ya se

advirtió, ésta presenta un espacio accesible al fluido menos disperso que la matriz HS,

es decir formando un menor número de cavidades, pero más amplias. Por otra parte,

al comparar la curva de la compresibilidad del fluido dipolar libre y confinado en los

dos modelos de matriz (figura 8.4), se puede advertir también cómo la presencia de la

matriz disminuye esta tendencia de la curva de compresibilidad, dándosele la misma

interpretación: la división del espacio que supone el confinamiento dificulta una posible

condensación, y cuanto más inconexa es esta división, mayor es la dificultad.

Por último comentar sobre esta misma figura 8.4 que hay un desplazamiento de la

densidad a la que la compresibilidad toma su valor máximo, siendo menor en el caso

del fluido confinado que en el del fluido dipolar puro. Para un mismo modelo de matriz,

también el máximo se desplaza hacia la izquierda al aumentar la densidad de la misma.

En el caso de la relación de diámetros σ0/σ1 = 3, las curvas de compresibilidad de

la mezcla equilibrada presentan un comportamiento radicalmente diferente (hay que
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tener en cuenta que se trata ahora de una mezcla con interacciones fuertemente no

aditivas). El sistema parcialmente congelado sigue un comportamiento similar al de la

relación de diámetros 1.

Las otras magnitudes termodinámicas calculadas (enerǵıa interna y potencial qúımi-

co) aparecen, para el fluido DHS confinado en los dos modelos de matriz, en la figura

8.5, ahora comparadas con los datos de simulación. A la izquierda se han representado

los casos correspondientes a los sistemas con menor grado de empaquetamiento (casos

HS1, alt1, HS3 y alt3) y al derecha, los de grados de empaquetamiento mayor (casos

HS2, alt2, HS4 y alt4).
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Tabla 8.3: Propiedades termodinámicas y constante dieléctrica del fluido dipolar confinado en una
matriz de esferas duras (casos alt1, alt2, alt3 y alt4). La mezcla equilibrada equivalente es inestable
en estos casos.

βµ1 βuex/V ε

Caso ρ1 GCMC ROZ GCMC ROZ GCMC ROZ

alt1 0.318 -1.0 -0.85 -0.871 -0.847 10.17±0.02 9.74

0.568 2.0 2.88 -2.058 -2.009 29±2 26

0.662 4.0 5.51 -2.643 -2.544 39±5 44

0.753 7.0 - -3.166 - 40±8 -

alt2 0.0477 0.0 -0.1 -0.053 -0.0521 1.75±0.02 1.73

0.0653 0.45 0.25 -0.095 -0.088 2.12±0.01 2.10

0.0690 0.55 0.33 -0.103 -0.096 2.20±0.04 2.19

alt3 0.374 -1.12 -0.916 -1.098 -1.068 12.5±0.1 12

0.496 0.08 0.564 -1.670 -1.625 20±1 19

0.671 3.00 4.371 -2.641 -2.587 30±5 60

alt4 0.0221 -3.2 -3.2 -0.014 -0.0521 1.30±0.01 1.29

0.0387 -2.8 - -0.039 - 1.56±0.01 -

Los valores para algunos de los estados representados aparecen recogidos en las

tablas 8.2 y 8.3, donde se comparan resultados de teoŕıa y simulación y, cuando se ha

podido calcular, el valor para la mezcla equilibrada. Como tendencia general, se puede

decir que ninguna de estas dos propiedades parece ser muy sensible a la congelación de

los grados de libertad translacionales de las part́ıculas neutras. Únicamente el potencial

qúımico presenta diferencias (en torno al 10%). Aparece de nuevo esta caracteŕıstica

(ver Caṕıtulo 6), asociada mayormente a sistemas con interacciones puramente repul-

sivas.

La especie dipolar es la única que contribuye a la enerǵıa interna del sistema. Los

valores que toma esta magnitud son esencialmente los mismos para los distintos modelos

de matriz y para la mezcla equilibrada, valores que la aproximación HNC reproduce

con una buena precisión en todo el rango de densidades de dipolos.

En cuanto al potencial qúımico, se aprecia la habitual sobreestimación que la apro-

ximación HNC hace del mismo, especialmente a densidades altas. Sin embargo, śı se

reproduce correctamente en esta aproximación el comportamiento cualitativo de las
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curvas de potencial qúımico (disminución de los valores al aumentar la relación de

diámetros).En los casos de relación de diámetros 3 destacan importantes diferencias

entre los modelos de matriz HS y aleatoria. Esta sensibilidad a la topolǵıa de la matriz

se apunta también, aunque en mucha menor medida, en las curvas de enerǵıa interna,

como puede verse en la ampliación de la región de densidades bajas de fluido de la

figura 8.5(b).

Los comportamientos de la constante dieléctrica del fluido se presentan en la figura

8.6. En el caso de la simulación, para calcularla se necesita hallar

< |M|2 > − < M >2 (8.22)

donde la barra indica el promedio sobre configuraciones de matriz (esto es, sobre el

desorden) y < ... >, representa el promedio térmico para una configuración dada. El

segundo sumando es nulo en un sistema isótropo infinito.

Los valores teóricos concuerdan razonablemente bien con los obtenidos median-

te simulación GCMC, aunque presentan discrepancias importantes en las regiones de

densidad de fluido altas. Esta es una tendencia constante en la aproximación HNC, que

ya en el fluido dipolar puro sobreestima el valor de la constante dieléctrica a densidad

alta. Sin embargo, también hay que tener en cuenta las dificultades que la simulación

GCMC presenta en esta región, en la que las probabilidades de inserción son ya muy

bajas. En la Figura 8.6(a) se puede observar una ligera disminución en el valor de la

densidad a la que se produciŕıa la transición a fluido ferroeléctrico en el sistema parcial-

mente congelado respecto a la mezcla equilibrada. Aunque se sabe que HNC subestima

los valores de la densidad a la que se produce la transición a ferroeléctrico, se puede

esperar que, cualitativamente, la tendencia sea correcta. Por otra parte, no es posible

obtener una estimación mediante simulación, ya que la transición se da a densidades

no accesibles por el procedimiento GCMC.

Por último, en la figura 8.7 se presentan algunos resultados representativos de la

estructura de fluido. Aśı, en la figura 8.7(a) aparece el coeficiente radial de la función

hb(12) de bloqueo (único coeficiente no nulo de esta función). Se ha escogido un estado

del caso HS2 y otro del caso alt2, ambos con los valores de ρ1σ
3
1 más altos permitidos

por la aproximación HNC. De nuevo queda patente la imposibilidad de la aproximación

HNC de dar valores precisos de la función hb(12) para distancias próximas a cero. Fuera

de esta región, las funciones siguen un comportamiento de acuerdo con la simulación.



178 EL FLUIDO DIPOLAR CONFINADO

0

50

100

ε

0

2

4

6

0 0.2 0.4 0.6

ρ
1
σ

1

3

0

50

100

ε

0 0.05 0.1 0.15 0.2

ρ
1
σ

1

3

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0.6 0.7

20

30

40 (a) (b)

(c) (d)

Figura 8.6: La constante dieléctrica estática del fluido DHS confinado en una matriz HS (arriba) y en
una matriz aleatoria (abajo). Figura (a), casos HS1 y HS3. Figura (b), casos HS2 y HS4. Figura (c),
casos alt1 y alt3. Figura (d), casos alt2 y alt4. Los primeros casos de cada figura se han representado
con ĺınea continua (ROZ/HNC) y ćırculos (GCMC), y los segundos, con ĺınea discontinua (ROZ/HNC)
y cuadrados (GCMC). En ĺınea de puntos y de raya-punto se han representado los correspondientes
casos de la mezcla equilibrada, la mayor parte de las veces indistinguible de los otros.
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Figura 8.7: Figura (a): componente radial de la función hb(12) para una densidad ρ1σ
3
1 = 0.139 del

caso HS2 (ĺınea continua y ćırculos) y para el estado ρ1σ
3
1 = 0.0653 del caso alt2 (ĺınea discontinua y

triángulos). Figura (b): coeficiente h110
11 (r) para las mismas condiciones.

La concordancia es igualmente buena al representar el coeficiente h110
11 , responsable del

valor de la constante dieléctrica (figura 8.7(b)) para los mismos estados.

Queda aśı analizado el efecto del confinamiento sobre la estructura y termodinámica

de un fluido de esferas duras dipolares.

8.2. El fluido dipolar confinado en una matriz cargada

Se va a estudiar en esta Sección un modelo de fluido dipolar que se mueve en el seno

de una matriz porosa cargada en la que se conserva la neutralidad de carga neta. Es

de esperar que la influencia del sustrato sobre el comportamiento del fluido sea ahora

notable, ya que las interacciones fluido-matriz (dipolo-carga) van a tener un mayor

peso. Esta influencia se debe reflejar especialmente en las propiedades dieléctricas del

fluido y en el comportamiento del largo alcance de las funciones de correlación, puntos

centrales del análisis que se va a llevar a cabo.

En el modelo que se propone, la distribución de las part́ıculas de matriz corresponde
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a una configuración del fluido de esferas duras cargadas, equilibrado a una temperatura

T0. Por tanto, las interacciones que rigen el sistema parcialmente congelado son ahora

de la forma

β0u
ij
00(12) = uHS(r) +

β0qiqj
r

(8.23)

βudi
10(12) = uHS(r)− βqim

r2
(m̂ · r̂12) (8.24)

βudd
11 (12) = uHS(r)− βm2

r3
[3(m̂1 · r̂12)(m̂2 · r̂12)− m̂1 · m̂2] (8.25)

donde, qi es la carga del componente i de la matriz (positiva o negativa), β0 = 1/kBT0,

la inversa de la temperatura a la que se han equilibrado las part́ıculas de matriz en

el momento de congelar sus posiciones y β = 1/kBT , la inversa de la temperatura a

la que va a equilibrar el fluido. Los diámetros de las interacciones de corto alcance

uHS(r) son: σ00 en el caso de las interacciones matriz-matriz, σdd para las interacciones

fluido-fluido y σd0, para las fluido-matriz.

En la notación que se va a utilizar, habrá más de una etiqueta que refiere a la

matriz (0 y ±, cuando se quiere hacer expĺıcita la referencia a la carga de cada uno

de sus componentes), y lo mismo ocurre para el fluido (1, d). Aunque pueda parecer

algo confusa, esta notación se hace necesaria, debido al carácter multicomponente de

la matriz, a la que no puede referirse como una única especie tipo 0.

El hecho de que la matriz esté formada por dos componentes se refleja también en

la forma de las ecuaciones ROZ. Aśı, aparecen ahora tres ecuaciones acopladas entre śı,

pero desacopladas del resto, asociadas a las correlaciones ++, +− y −− de la matriz.

Además, habrá ahora dos ecuaciones asociadas a correlaciones fluido-matriz (d+ y d−).

Se va a utilizar la etiqueta dd’ para las correlaciones entre part́ıculas pertenecientes a

réplicas diferentes del fluido dipolar. El conjunto de ecuaciones ROZ queda entonces,

expresado en forma matricial y en el espacio de Fourier, como

H̃d−
m = Gm[S−C̃d−

m + ρ+h̃
+−C̃d+

m ]

H̃d+
m = Gm[S+C̃d+

m + ρ−h̃
−+C̃d−

m ]

H̃dd
m = Gm[C̃dd

m G̃m + (−1)m(ρ−S−C̃d−
m C̃−d

m Gm + 2ρ−ρ+h̃
−+C̃d−

m C̃+d
m Gm

+ ρ+S+C̃d+
m C̃+d

m Gm) + (−1)mρdC̃
c
mG̃mC̃c

m] (8.26)

H̃c
m = C̃c

m + (−1)mρdGm(C̃c
m)2
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donde ahora

Gm = [I− (−1)mρdC̃
c
m]−1

S− = 1 + ρ−h̃
−−

S+ = 1 + ρ+h̃
++

Una vez más se complementan estas ecuaciones con las relaciones de cierre corres-

pondientes, consideradas de nuevo en la aproximación HNC.

Uno de los aspectos que más interesa en este estudio es la modificación del com-

portamiento de largo alcance de algunos coeficientes angulares de las funciones de

correlación dipolo-dipolo. Se puede comparar dicho comportamiento con el observado

en los modelos DHS, DHS/HS y DHS/ChHS, resumido en la tabla 7.1.

A partir del análisis de las ecuaciones (8.26) en su ĺımite asintótico, se extraen al-

gunos resultados equivalentes a los encontrados en el caso de la matriz neutra. Aśı por

ejemplo, al congelar las posiciones de las especies cargadas, se recupera el comporta-

miento de largo alcance del coeficiente h112(r) del modelo DHS, pero esta vez para

la parte conexa de la función de correlación fluido-fluido, de forma que como en la

ecuación (8.18), ahora también se puede escribir que

ĺım
r→∞

h112
c (r) =

βmeff 2

εr3
(8.27)

o, en el espacio de Fourier.

ĺım
k→0

h̃112
c (k) = −4πβmeff 2

3ε
(8.28)

Esto contrasta con el comportamiento asintótico de la mezcla equilibrada ión-dipolo,

que, como se vio en la Sección 7.3, es de un alcance mucho menor para h112
dd (r), de forma

que ĺım
k→0

h̃112
dd (k) = 0.

Por otra parte se ha observado que, como consecuencia de congelar las posiciones

de las part́ıculas cargadas, el coeficiente hdd
110(r), en su ĺımite asintótico, tiene un decai-

miento de Coulomb. Expresado de nuevo en el espacio de Fourier, este comportamiento

está determinado por la relación

ĺım
k−→0

h̃dd
110(k) ∼

4πβm2
(
q2
−ρ−(1 + ρ−h̃

−−(0)) + q2
+ρ+(1 + ρ+h̃

++(0)) + 2ρ−ρ+q−q+h̃
−+(0)

)
3k2(1− c̃c110(0))

(8.29)
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Estos resultados están de acuerdo con el análisis del apantallamiento realizado por

Holovko y Polishchuk (1999) para un sistema genérico de un fluido formado por dipolos

e iones adsorbido en una matriz, también multicomponente, de iones y dipolos. El

comportamiento tipo Coulomb de este coeficiente requiere de nuevo un tratamiento

especial en la resolución numérica de las ecuaciones ROZ. Se han seguido también en

este caso las prescripciones de Chen y Forstmann (2001) explicadas en el Caṕıtulo 7

para la mezcla equilibrada de dipolos y esferas cargadas.

En cuanto a las propiedades del sistema, también habrá que tener en cuenta este

análisis en su deducción y muy especialmente a la hora de evaluar numéricamente las

integrales de las correspondientes funciones de largo alcance.

La compresibilidad isoterma mantiene su expresión (ecuación (8.11)), ya que no

intervienen en ella las correlaciones fluido-matriz. Por el contrario, las expresiones de

la enerǵıa interna y el potencial qúımico śı sufren modificaciones:

1. La enerǵıa interna, que ahora tendrá contribuciones de las interacciones fluido-

fluido y fluido-matriz

βU ex
1

V
= ρdρ+

∫
dr ud+

100(r)h
d+
100(r) + ρdρ−

∫
dr ud−

100(r)h
d−
100(r)

+
ρ2

d

2

(∫
dr udd

110(r)h
dd
110(r) + 2

∫
dr udd

111(r)h
dd
111(r)

)
(8.30)

Las expresiones de los coeficientes ud+
100(r), u

dd
110 y udd

111, coinciden con las de las

relaciones (7.48).

2. En la deducción del potencial qúımico, se deben tener en cuenta las mismas

consideraciones en cuanto al largo alcance de las funciones fluido-matriz (dipolo-

carga), que en el caso de la mezcla equilibrada de dipolos y cargas (Sección 7.3).

Aplicando como es habitual el método de la réplica, y restringiendo la expresión

a la aproximación HNC, el potencial qúımico del fluido dipolar confinado en una
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matriz cargada se calcula mediante la ecuación

βµex
1 = −ρ+c̃

d+
000(0)− ρ−c̃

d−
000(0)− ρdc̃

dd
000(0) + ρdc̃

dd’
000(0)

+ ρ+

[∑
l1 6=1

∫
dr h+d

0l10(r)s
+d
0l10(r) +

∫
dr h+d

010(r)s
+d∗

010(r)

]

+ ρ−

[∑
l1 6=1

∫
dr h−d

0l10(r)s
−d
0l10(r) +

∫
dr h−d

010(r)s
−d∗

0l10(r)

]
(8.31)

− ρ−q+m√
3

∫
dr h+d

010(r)−
ρ+q−m√

3

∫
dr h−d

010(r)

+
ρd

2

∑
l1l2m

∫
dr hdd

l1l2m(r)sdd
l1l2m(r)− ρd

2

∑
l1l2m

∫
dr hdd’

l1l2m(r)sdd’
l1l2m(r)

Podŕıa pensarse que los sumandos correspondientes a los coeficientes l1 = 1, l2 =

1,m = 0 de las correlaciones fluido-fluido y réplica-réplica son igualmente pro-

blemáticos debido al comportamiento de largo alcance de dichas funciones. Sin

embargo, si se expresan dichos sumandos en términos de la función hc
110(r), de

corto alcance, se observa que ninguna de las integrales resultantes presenta pro-

blemas de convergencia.

3. En cuanto a la constante dieléctrica, se trata como ya se discutió, de una

función respuesta a un campo ante el que las part́ıculas de la matriz, por tener sus

posiciones congeladas, no pueden reaccionar. Por tanto, en cuanto a la aplicación

de los resultados de la electrostática y de la Teoŕıa de Respuesta Lineal, la matriz

actúa únicamente como un conjunto de obstáculos que no responden al campo. No

hay entonces ninguna diferencia entre considerar las part́ıculas de matriz neutras

o cargadas, por lo que, formalmente, la expresión de la constante dieléctrica es

igual a la encontrada en la Sección anterior (ecuación (8.17)).

Sin embargo, hay resaltar el hecho de que ahora h110
dd’ (r) 6= 0, y por tanto h110

c 6=
h110

dd , al contrario de lo ocurrido en el caso de la matriz neutra. Esto se puede

observar al analizar las ecuaciones ROZ correspondientes al coeficiente hdd’
110(r), en

las que aparece ahora una contribución de coeficientes angulares de la interacción

fluido-matriz, nulos en el caso de la matriz neutra.

De nuevo el valor de la constante dieléctrica aśı calculado debe ser consistente con

el obtenido a partir del comportamiento de largo alcance del coeficiente h112
c (r)

(ecuación (8.28)).
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Se ha restringido el estudio al caso completamente simétrico en el que |q+| = |q−|.
Los tamaños de las part́ıculas de los distintos componentes son iguales (σ++

00 = σ+−
00 =

σ−−00 = σdd = σ). Se suponen además potenciales aditivos, de modo que σd0 = σ.

Se exponen a continuación los resultados obtenidos al analizar el modelo de fluido

dipolar confinado en una matriz cargada. En este caso, las ecuaciones ROZ se han

resuelto discretizando el espacio en 8192 puntos y con un espaciado de ∆r = 0.01 entre

ellos.

Para resaltar la influencia de la distribución de las cargas sobre el comportamiento

del fluido, se van a considerar dos tipos de configuraciones de matriz; una, la que se

obtiene al congelar las posiciones de las esferas cargadas a la misma temperatura a

la que se equilibra el fluido (β0 = β, Modelo A). La otra configuración, supone una

relación de temperaturas β0 = 0.005β (Modelo B). En este segundo caso, la distribución

de las cargas es prácticamente aleatoria y las posiciones de las part́ıculas de la matriz

corresponden a las del fluido de esferas duras, independientemente de la carga de los

iones.

De cada uno de estos modelos, se han estudiado dos densidades de matriz: ρ0σ
3 =

(ρ+ + ρ−)σ3 = 0.2 y 0.4. El valor del momento dipolar de las part́ıculas de fluido es el

mismo que en el caso de la matriz neutra m?2 = 2.75, recordando que m? = m/
√
kBTσ3.

En cuanto al valor de las cargas, también en unidades reducidas, se ha tomado como

|q±|/(kBT
√
σ) = 1.

Resultados obtenidos mediante simulación GCMC servirán de referencia para los

teóricos. Estas simulaciones se llevaron a cabo considerando volúmenes t́ıpicos de ∼
2000σ3, promediando en todos los casos sobre 6 configuraciones de matriz.

Las tablas 8.4 y 8.5 recogen algunos de los estados que se han estudiado para el

Modelo A y el Modelo B, respectivamente. En ellas aparecen algunas de las propiedades

calculadas (la enerǵıa interna, el potencial qúımico y la constante dieléctrica), compa-

rando los datos de la simulación con los proporcionados por la teoŕıa HNC. En la tabla

8.4, se han añadido además los valores de estas propiedades en el caso de una mezcla

equilibrada equivalente. En el caso del Modelo B, la mezcla equilibrada equivalente no

representa ningún sistema f́ısico, por lo que no ha sido considerada.
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Figura 8.8: Enerǵıa interna de exceso, separada en sus dos contribuciones fluido-matriz y fluido-fluido
(figuras superiores), y potencial qúımico (figuras inferiores) para los modelos A y B considerados.

En la figura 8.8 se ha representado la enerǵıa interna (gráficas superiores) y el poten-

cial qúımico (gráficas inferiores) de todos los casos estudiados: Modelo A, ρ0 = 0.2, 0.4

y Modelo B, ρ0 = 0.2, 0.4. Los valores teóricos de ambas propiedades concuerdan bas-

tante bien con los de simulación, a excepción de la región de muy alta densidad de

fluido, donde las diferencias pueden atribuirse a la tendencia habitual de la aproxi-

mación HNC. Se pueden observar pequeñas diferencias entre el Modelo A y B en la

contribución fluido-matriz a la enerǵıa interna de exceso, que adquiere un mayor peso

en este último (β0 = 0.005β). Esto puede deberse a que en el Modelo A (β0 = β) los

iones de la matriz están distribuidos de tal manera - agregados - que sus cargas están

apantalladas, lo que disminuye además el peso de las interacciones dipolo-carga. Este

fenómeno llega a ser crucial en el caso de ρ0σ
3 = 0.2 para densidades bajas de fluido,

para las que no se consigue alcanzar la convergencia en la resolución de las ecuaciones

ROZ en el Modelo B. Esto se refleja en la tabla 8.5, en la que no aparecen los resultados

teóricos en el caso de menor densidad de fluido y matriz. Más adelante, el análisis de

la estructura microscópica ilustrará claramente estos efectos sobre el ordenamiento de

las part́ıculas dipolares.

Al comparar los valores del potencial qúımico del sistema parcialmente congelado y

de la mezcla equilibrada (tabla 8.4) se puede concluir que el comportamiento de estos
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Figura 8.9: Compresibilidad isoterma del fluido dipolar confinado en una matriz de densidad ρ0σ
3 =

0.2. La ĺınea continua corresponde al caso de que la matriz sea neutra, la discontinua, al Modelo A y
la ĺınea de puntos, al Modelo B.

dos sistemas es diferente. Se observan también discrepancias, aunque en mucha menor

medida, en los valores de la enerǵıa interna de uno y otro.

La otra propiedad termodinámica estudiada, la compresibilidad isoterma, se pre-

senta en la figura 8.9 para el caso de menor densidad de matriz de los modelos A y B,

junto con la curva obtenida en el caso de que la matriz, de igual densidad, sea neutra.

Podŕıa decirse que la presencia de las cargas disminuye en cierta medida la pequeña

tendencia a la separación gas-ĺıquido que se encuentra en el fluido dipolar confinado

en la matriz neutra. Sin embargo no se observan diferencias entre los dos modelos de

distribución de carga.

En cuanto a la constante dieléctrica, además de los valores que constan en las tablas,

se ha representado su comportamiento en las figuras 8.10(a) y 8.10(b).

Lo primero que cabe destacar al comparar los resultados que proporciona HNC con

los obtenidos mediante simulación es que existen importantes discrepancias en la región

de alta densidad de fluido. Estas pueden atribuirse de nuevo a la falta de precisión de
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la aproximación HNC, pero hay que tener en cuenta también la dificultad que supone

el cálculo de la constante dieléctrica mediante la técnica de simulación GCMC. Esta

dificultad se incrementa considerablemente al aumentar la densidad de fluido.

En ambas figuras llama también la atención el extraño comportamiento de las

gráficas correspondientes a la mezcla equilibrada de cargas y dipolos. Sin embargo,

como se verá más adelante, a estas densidades se observa una tendencia de la mezcla

a separase en dos fases fluidas, por lo que los resultados teóricos pueden dejar de ser

fiables.

Comparando las curvas correspondientes a los dos modelos de matriz, no parece que

la distribución de las cargas afecte de manera significativa a las propiedades dieléctricas

del fluido dipolar. Lo que śı se observa es un efecto de la presencia de las cargas en la

matriz. Dicho efecto se revela al comparar el comportamiento de la constante dieléctrica

del fluido confinado en una matriz cargada con el obtenido para la matriz neutra. En

este último caso, el fluido presenta una mayor respuesta a campos eléctricos externos

(mayores valores de la constante dieléctrica). La interpretación de este fenómeno es

clara, ya que el campo local creado por las cargas de la matriz tiende a dificultar la

reorientación de los dipolos como respuesta al campo externo.

En el caso de la mezcla equilibrada, interesa saber si la falta de convergencia en la

resolución de la ecuación OZ/HNC al aumentar la densidad de dipolos está asociada a la

cercańıa de una transición de fases. Para ello, se ha realizado el análisis de fluctuaciones

de densidad y concentración [Chen y Forstmann (2001)], expuesto en el Caṕıtulo 7,

complementándolo con el estudio de la la compresibilidad isoterma. Se ha representado

en la figura 8.11 el mı́nimo autovalor (λmin) de la matriz de estabilidad M. Hay que

recordar que esta matriz relaciona las fluctuaciones de densidad total y concentración

a través de la ecuación (7.57). Sus elementos están descritos en las ecuaciones (7.58)-

(7.60). En las gráficas inferiores aparecen los valores de la compresibilidad isoterma

para los mismos estados.

Las curvas de λmin decaen claramente al aumentar la densidad de dipolos, mientras

la compresibilidad isoterma presenta valores finitos en todo el rango, con la tendencia

habitual de una curva monótona decreciente. Esto indica la cercańıa a una transición de

tipo segregación, estando una vez más asociada a la incapacidad de obtener una solución

de la ecuación OZ. En esta región próxima a la transición, la aproximación HNC
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Figura 8.11: Mı́nimo autovalor de la matriz de estabilidad M y compresibilidad isoterma de la mezcla
equilibrada de cargas y dipolos.

presenta importantes inestabilidades numéricas, precisamente por tener las funciones

de correlación un alcance progresivamente mayor. Estas inestabilidades se reflejan en

las oscilaciones de las curvas de λmin para valores altos de ρd, aśı como en el anómalo

comportamiento de la constante dieléctrica.

Puede decirse tras el análisis de las propiedades termodinámicas y dieléctricas en

los modelos A y B, que la distribución de las cargas no tiene sobre el fluido un efecto

significativo. Sin embargo, se trata como es sabido de propiedades promediadas, por lo

que el análisis no seŕıa completo sin una descripción de la estructura microscópica en

cada caso.

Parece claro que las mayores diferencias entre uno y otro modelo deben estar en

las correlaciones fluido-matriz, y en concreto en las relacionadas con las orientaciones

relativas de los dipolos respecto a las cargas de la matriz. El primer coeficiente angular

hd±
100(r), el más relevante, se ha representado en la figura 8.12 para ambos modelos de

matriz (ρ0σ
3 = 0.4) a una densidad alta de fluido (ρdσ

3 = 0.389).

En la figura se aprecia por una parte una buena concordancia entre teoŕıa y simu-
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los resultados de simulación GCMC.

lación, excepto para valores cercanos al valor de contacto, deficiencia ésta que puede

atribuirse a la utilización de la aproximación HNC para resolver las ecuaciones ROZ.

Por otra parte, hay que destacar el mayor largo alcance de la función en el caso de la dis-

tribución aleatoria de cargas (Modelo B). Estas diferencias en la función de correlación

fluido-matriz se traducen en variaciones apreciables en la correspondiente contribución

a la enerǵıa interna (ver figura 8.8). No obstante, éstas resultan inapreciables en la

enerǵıa interna total, que está dominada por la contribución dipolo-dipolo.

Al disminuir el valor de la densidad de la matriz, las diferencias entre los dos

modelos se hacen más significativas. Aśı puede observarse en la figura 8.13(a), en la

que se presenta el mismo coeficiente para densidad de matriz ρ0σ
3 = 0.2. La densidad

del fluido es de ρdσ
3 = 0.095, en el caso del Modelo A y de ρdσ

3 = 0.089, el menor valor

para el que se pudo resolver la ecuación HNC en el Modelo B. Estos resultados se han

comparado con los datos de simulación de menor densidad de fluido (ρdσ
3 = 0.081).

En esta figura se aprecia notablemente el mayor largo alcance (distancias de hasta

5σ) de las correlaciones angulares en el caso de la distribución aleatoria de cargas en la

matriz. Esto se puede relacionar con los problemas de convergencia en la resolución de

las ecuaciones ROZ, incapaces de proporcionar una solución para el estado simulado.

En el Modelo A por el contrario, aun partiendo de un valor de contacto similar, la curva

decae con mayor rapidez a valores prácticamente nulos a 2.5σ. En este caso se pudieron

obtener resultados teóricos para valores de ρd mucho menores al aqúı representado,

corroborando la conexión entre el largo alcance de estas correlaciones y la falta de
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3 = 0.2, ρdσ

3 = 0.089 (ROZ/HNC) y ρdσ
3 = 0.081(GCMC)).

solución de las ecuaciones.

En estos mismos estados, la forma del coeficiente h110
dd (r) (figura 8.13(b)) presenta

un valor de contacto muy alto en ambos modelos, lo que se asocia a una alineación

dominante cabeza-cola de los dipolos. Sin embargo, en el Modelo B, estas correlaciones

parecen extenderse a distancias de segundos vecinos.

El conjunto de resultados parece mostrar claramente que la presencia de cargas,

cualquiera que sea su distribución, induce en el fluido dipolar una alineación cabeza-cola

alrededor de las part́ıculas de matriz. Sin embargo, al contrario que en la distribución

aleatoria de las cargas, en el caso de matriz congelada a baja temperatura los iones

de signos opuestos tienden a formar agregados apantallando las interacciones con los

dipolos, por lo que el ordenamiento de estos últimos no está tan favorecido. Esto se

ilustra perfectamente al examinar la forma de las funciones de distribución g+−(r) en

ambos modelos (figura 8.14).

Puede decirse entonces que, debido a la formación de agregados iónicos, la densidad

local de part́ıculas de matriz es mayor en el Modelo A. Es evidente que aumentando la
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Figura 8.14: Función de distribución g+−(r) de las correlaciones entre iones de diferente signo en los
Modelos A y B de matriz para una densidad de ρ0σ

3 = 0.2.

densidad de la matriz se llega a una situación similar, lo que explica que en la figura

8.12, en la que ρ0σ
3 = 0.4, no se observe esta diferencia en el largo alcance de forma

tan acusada y que no se encuentren dificultades en la convergencia de las ecuaciones

al disminuir la densidad del fluido. Estas dificultades aparecen por otra parte también

en la resolución del modelo DHS, habiéndose atribuido igualmente aqúı a la formación

de cadenas de dipolos en las regiones de baja temperatura y densidad. Los resultados

ahora obtenidos indican que este fenómeno se ve favorecido por la presencia de las

cargas en la matriz, especialmente en el caso de dichas cargas estén distribuidas de

manera aleatoria.





Caṕıtulo 9

RESUMEN Y CONCLUSIONES

El trabajo de esta Tesis está enmarcado en el ámbito de la Mecánica Estad́ıstica

de fluidos confinados en medios porosos desordenados. En primer lugar, se ha tratado

de profundizar en el conocimiento de un modelo ya conocido - el fluido de esferas

duras confinado en una matriz de esferas duras - mediante la aplicación de una versión

simplificada de la relación de cierre autoconsistente ZSEP. Esta relación de cierre ha

resultado ser esencial en la descripción de sistemas en los que existen correlaciones entre

part́ıculas con posiciones coincidentes, como se demuestra en su aplicación al modelo

de esferas interpenetrables aqúı presentado.

Por otra parte, se ha extendido el formalismo de la réplica empleado en el estudio de

los sistemas parcialmente congelados, al caso de fluidos moleculares. Una vez introdu-

cido el tratamiento expĺıcito de los grados de libertad orientacionales, se ha aplicado la

teoŕıa a la descripción del fluido de moléculas diatómicas duras homonucleares, incluido

en una matriz de esferas duras, lo que podŕıa considerarse como modelo de referencia

en el ámbito de los fluidos moleculares confinados.

Finalmente se ha llevado a cabo el estudio del fluido dipolar confinado, pudiendo

analizar, además de la estructura microscópica y la termodinámica, las propiedades

dieléctricas del mismo. Se han considerado dos tipos de sustratos que dan lugar a siste-

mas cualitativamente diferentes: aquél en el que las part́ıculas de la matriz son neutras y

aquél en el que las part́ıculas de la matriz están cargadas, conservándose la neutralidad

de la carga neta. Este último caso requiere un tratamiento especial, ya que las interac-
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ciones son de muy largo alcance. Además, la matriz está formada por dos componentes,

por lo que se hace necesaria la utilización de una teoŕıa extendida. Las ecuaciones ROZ

y las propiedades termodinámicas han sido formuladas para el caso más general en el

que tanto la matriz como el fluido son multicomponentes, particularizándolas al caso

de matriz binaria y fluido monocomponente en su aplicación.

Las conclusiones generales del trabajo realizado se resumen en los siguientes puntos:

1. La utilización de la relación de cierre autoconsistente ZSEP permite la correcta

descripción de sistemas en los que existen correlaciones entre part́ıculas con po-

siciones coincidentes. De hecho, en los casos extremos de potenciales acotados,

su uso se hace necesario, como lo demuestra el estudio del fluido de esferas in-

terpenetrables. La versión simplificada de esta aproximación, aplicada al modelo

de fluido de esferas duras confinado en una matriz de esferas duras, supone una

mejora respecto a las conocidas HNC y PY.

2. La extensión del formalismo de la réplica al tratamiento expĺıcito de los grados de

libertad orientacionales, proporciona la herramienta necesaria para describir la

estructura microscópica del sistema formado por un fluido molecular confinado en

un medio poroso desordenado. Adicionalmente, pueden desarrollarse expresiones

con las que calcular las propiedades del fluido.

3. Las teoŕıas HNC y VM reproducen correctamente la estructura microscópica del

sistema formado por un fluido de moléculas diatómicas duras confinado en una

matriz de esferas duras. El cálculo de las propiedades termodinámicas del fluido

parece ser más sensible a la aproximación utilizada, observándose una mayor

precisión en los resultados que proporciona la teoŕıa VM.

4. La presencia de un sustrato poroso modifica el comportamiento del fluido dipolar.

La estructura microscópica se ve especialmente alterada cuando se considera la

matriz formada por part́ıculas cargadas. Los resultados del estudio realizado en

aproximación HNC revelan que los indicios de una transición gas-ĺıquido que se

observan en el modelo de fluido dipolar libre, se ven atenuados en presencia de la

matriz, ya sea ésta neutra o cargada. En cuanto a las propiedades dieléctricas, se

observa una cierta disminución en la tendencia al ordenamiento ferroeléctrico a

altas densidades y bajas temperaturas. Esta disminución se acentúa en el caso de
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la matriz cargada, precisamente porque las interacciones fluido-matriz disminuyen

la capacidad de reorientación de los dipolos frente a campos externos, y por tanto

ha de disminuir el valor de la constante dieléctrica.

Las publicaciones donde se recogen la mayor parte de estos resultados y conclusiones

son

Chemical potentials and potential distributions of inclusion gas in quenched-annealed

random porous media M.J. Fernaud, E. Lomba y L.L. Lee J. Chem. Phys., 111,

10275 (1999).

A self-consistent integral equation study of the structure and thermodynamics of

the penetrable sphere fluid M.J. Fernaud, E. Lomba y L.L. Lee J. Chem. Phys.,

112, 810 (2000).

Adsorption of a diatomic molecular fluid into random porous media M.J. Fernaud,

E. Lomba y J.J. Weis Phys. Rev. E, 64, 051501 (2001).

Computer simulation and Replica Ornstein Zernike integral equation studies of a

hard-sphere dipolar fluid adsorbed into disordered porous media M.J. Fernaud, E.

Lomba, J.J. Weis y D. Levesque Mol. Phys., (2003) (en prensa).

Structure and thermodynamic properties of a polydisperse fluid in contact with a

polydisperse matrix S. Jorge, E. Schöll-Paschinger, G. Kahl y M.J. Fernaud Mol.

Phys., (2003) (en prensa)

Study of dipolar fluid inclusions in a charged random matrix M.J. Fernaud,

E.Lomba, C. Mart́ın, J.J. Weis y D. Levesque (en preparación)





Apéndice A

LA FUNCIÓN ESTRELLA

En este Apéndice se verá el origen de la definición de la función estrella [Lee (1992)].

El punto de partida es la expresión del potencial qúımico como integral de la función de

partición en el colectivo macrocanónico. Dado un sistema no uniforme que se encuentra

bajo la influencia de un potencial externo w creado por una part́ıcula (part́ıcula prueba)

situada en el punto t [Lee (1974)]

NΛ3 exp(−βµex) =

∫
dt

Ξ[w]

Ξ[0]
(A.1)

Tras realizar un desarrollo en potencias de la densidad de una part́ıcula ρ(1)

βµex = ρ

∫
dtd1


−h1t

+ρ
∫
d2c12h2t + 1

2!
h1tρ

∫
d2c12h2t

+ 1
2!
ρ2
∫
d2d3c123h2th3t + 2

3!
h1tρ

2
∫
d2d3c123h2th3t

+ 1
3!
ρ3
∫
d2d3d4c1234h2th3th4t + 3

4!
h1tρ

3
∫
d2d3d4c1234h2th3th4t

+...

(A.2)

donde se ha seguido la notación hit = h(it), c12...n = c(n)(12...n). Entre todos los

términos de la ecuación (A.2) pueden reconocerse las siguientes funciones dentro de la

integral en d1 y dt
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• función de correlación total h(1t) = h1t

• función de correlación indirecta s(1t) = ρ
∫
d2c12h2t

• función puente b(1t) = 1
2!
ρ
∫
d2d3c123h2th3t

+ 1
3!
ρ3
∫
d2d3d4c1234h2th3th4t

+ 1
4!
ρ4
∫
d2d3d4d5c12345h2th3th4th5t + ...

El resto de términos se recoge en una nueva función llamada función residual

(R(1t))

R(1t) =
1

2!
h1tρ

∫
d2c12h2t+

2

3!
h1tρ

2

∫
d2d3c123h2th3t+

3

4!
h1tρ

3

∫
d2d3d4c1234h2th3th4t+...

(A.3)

La función residual puede relacionarse con la función puente si se define la función

estrella. Para comprender mejor esta definición, puede acudirse a la representación en

diagramas de las funciones que se van a relacionar. Aśı, los diagramas de la función

puente son de la forma

−
1

3

2!
1 2

−
1

3

1 2

4

3!
−
1

1 2

5

4

3

4!
+  .  .  .++b(1t) =

(A.4)

En estos diagramas, las figuras geométricas formadas por los dobles enlaces (triángu-

lo, cuadrado, pentágono...) representan la función de correlación directa de tres, cuatro,

cinco..., n part́ıculas (c(n)(12...n)). Los enlaces simples, que van del centro de la figura

hasta uno de los vértices, representa una función h(it). Según esto, el centro de la figura

es la posición de la part́ıcula prueba (t). Como es habitual en las representaciones en

diagramas, los ćırculos negros son puntos campo (son por tanto coordenadas integradas

y llevan asociado un término ρ a cada uno) y los ćırculos blancos son puntos ráız

(representan coordenadas sobre las que no se integra). Los prefactores que acompañan

a los diagramas están en general asociados a la simetŕıa del diagrama.



201

Siguiendo la misma notación, la función residual tiene la representación siguiente

1 2

−
3!

3

2
−
4!

3

1 2

4

3

5!
−

1 2

5 34
+  .  .  .++R(1t) =

4

(A.5)

Finalmente, se define la función estrella como la suma de la siguiente serie de

diagramas

5!
−
1

1 2

5

4

3

−
4!

1
3

1 2

4

1 2

S(1t) = −
3!

1
3

+  .  .  .++

(A.6)

Como se ve, los diagramas de la función estrella tienen la misma forma que los de

la función residual y únicamente cambian los números que preceden a cada diagrama

y que no están ahora asociados a la simetŕıa del diagrama.

Según estas representaciones, es fácil ver que la relación entre estas funciones es

R(1t) = h(1t)b(1t)− S(1t) (A.7)

En la expresión del potencial qúımico lo que aparece es la integral sobre las coorde-

nadas 1 y t de estas funciones. La función estrella integrada sobre estas coordenadas es

la llamada serie estrella (S∗ =
∫
d1dtS(1t)) y tiene como representación en diagramas

−
4!

1
3

1 2

4

5!
−
1

1 2

5

4

3

1 2

−
3!

1
3

S* = +  .  .  .++

(A.8)

Para dar la expresión final del potencial qúımico, se va a pasar a coordenadas

relativas a la coordenada t (̄i = i− t) con lo que se puede realizar la integración sobre

t

βµex = ρ

∫
d1̄

 s(1̄) −h(1̄)

+b(1̄) +1
2
h(1̄)s(1̄)

+h(1̄)b(1̄)− S(1̄)

 (A.9)
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o, en función de S∗

βµex = ρ

∫
d1̄[ s(1̄) + b(1̄)− h(1̄) +

1

2
h(1̄)s(1̄) + h(1̄)b(1̄) ]− S∗ (A.10)



Apéndice B

DEMOSTRACIÓN DEL

TEOREMA DE SEPARACIÓN

CERO

Se recogen en este Apéndice los detalles de la demostración rigurosa del primer

teorema de separación cero (ZST) [Lee y Shing (1989)].

Para deducir el ZST se va a utilizar una técnica que supone la existencia de una

part́ıcula prueba en el sistema. Esta no es más que un nuevo componente que aparece

en el fluido a dilución infinita y que interacciona a través de un determinado potencial

con el resto de part́ıculas. Esta técnica se utiliza en muy diversos campos tanto en

teoŕıa como en simulación para calcular propiedades de fluidos tanto uniformes como

no uniformes.

Se considera, en el colectivo canónico, un sistema no uniforme formado por N

part́ıculas que interaccionan a través de un potencial par (u(ri, rj)). Este sistema, se

ve sometido además a un potencial exterior w, creado por una part́ıcula (part́ıcula

fuente) situada en r0. Si de entre las N part́ıculas del sistema se señala una de ellas

(por ejemplo la situada en rN) como part́ıcula prueba, las contribuciones a la enerǵıa

del sistema pueden separase en:
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• interacciones pares entre las (N − 1) part́ıculas indistinguibles del sistema

(VN−1 =
N−1∑

1=i<j

u(ri, rj))

• interacciones pares entre esas mismas (N − 1) part́ıculas y la part́ıcula fuente

(WN−1 =
N−1∑
l=1

w(l))

• interacciones entre las (N − 1) part́ıculas indistinguibles y la part́ıcula prueba

(Ψ(; rN) =
N−1∑
i=1

u(ri, rN))

• interacción entre la part́ıcula prueba y la part́ıcula fuente

(w(rN))

En el colectivo canónico en el que se está haciendo el análisis, el potencial qúımico

se define como

exp[−βµ] =
QN

NΛ3QN−1

(B.1)

donde, QN y QN−1 son las integrales de configuración de un sistema de N y (N − 1)

part́ıculas respectivamente. En el caso de un sistema sometido a un potencial exterior,

toman la forma

QN [w] ≡
∫
d1d2...dN exp[−βVN − βWN ] (B.2)

QN−1[w] ≡
∫
d1d2...d(N − 1) exp[−βVN−1 − βWN−1] (B.3)

Recordando que se ha elegido una part́ıcula como part́ıcula prueba, al calcular el

promedio del factor de Boltzmann correspondiente a la interacción entre ella y el resto

de part́ıculas del sistema, se encuentra la relación siguiente〈
e−βΨ(;rN )

〉
N−1,w

=
1

QN−1[w]

∫
d1...d(N − 1)e[−βVN−1−βWN−1]e−βΨ(;rN ) (B.4)

= ρ(1)(rN ;w)eβw(rN ) QN [w]

NQN−1[w]
(B.5)

Para pasar de la expresión (B.4) a la (B.5), se ha introducido la densidad local de una

part́ıcula situada en rN (ρ(1)(rN ;w)) cuando el sistema está formado por N part́ıculas
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y se encuentra sometido al campo exterior w

ρ(1)(rN ;w) ≡ N

QN [w]

∫
d1...d(N − 1)e[−βVN−βWN ] (B.6)

=
N

QN [w]

∫
d1...d(N − 1)e[−βVN−1−βWN−1]e[−βΨ(;rN )−βw(rN )] (B.7)

=
N

QN [w]
e−βw(rN )QN−1[w]

〈
e−βΨ(;rN )

〉
N−1,w

(B.8)

Sustituyendo ahora la relación (B.5) en la definición del potencial qúımico y despe-

jando éste, se llega al llamado teorema de la distribución de potencial (PDT) para un

sistema sometido a un potencial exterior

βµ = log[ρ(1)(rN ;w)Λ3eβw(rN )]− log

〈
e−βΨ(;rN )

〉
N−1,w

(B.9)

El potencial qúımico de exceso es, según esto

βµex = log[ρ(1)(rN ;w)Λ3eβw(rN )−βµ] = log

〈
e−βΨ(;rN )

〉
N−1,w

(B.10)

Esta es la forma en la que suele encontrar el PDT. Sin embargo, lo que se va buscando

es la relación entre el potencial qúımico del fluido uniforme y la función cavidad. Para

ver esta relación, no hay más que especificar la naturaleza del potencial exterior, hasta

ahora genérico, como la interacción con la part́ıcula fuente

w(ri) = u(r0, ri) (B.11)

Ψ(; r0) =
N−1∑
i=1

u(r0, rN) (B.12)

Puede demostrarse [Lebowitz y Percus (1961)] que para sistemas con una part́ıcula

fuente, se cumple la igualdad

ρ(1)(rN ;w(rN , r0) = ρg(r0, rN) (B.13)

donde g(r0, rN) es la función de distribución par correspondiente a un fluido uniforme

de densidad ρ = N/V . Aplicando esta relación a la expresión (B.9) y recordando la

separación habitual en parte ideal (βµid = log(ρΛ3)) y de exceso (βµex) del potencial
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qúımico de un fluido uniforme, puede escribirse

βµex = log[g(r0, rN))eβu(r0,rN )]− log

〈
e−βΨ(;rN )

〉
N−1,w

(B.14)

= log[y(r0, rN)]− log

〈
e−βΨ(;rN )

〉
N−1,Ψ(;r0)

(B.15)

Aunque ya aparece aqúı la función de cavidad que se buscaba, todav́ıa puede manipu-

larse el último término de esta expresión. La propia definición del promedio es〈
e−βΨ(;rN )

〉
N−1,Ψ(;r0)

=
1

QN−1[Ψ(; r0)]

∫
d1...d(N − 1)e−βVN−1e−βΨ(;r0)e−βΨ(;rN )(B.16)

Desarrollando ahora la integral de configuración QN−1[Ψ(; r0)], se ve que ésta puede

expresarse en función de promedios sobre el sistema uniforme (w = 0) de (N − 1)

part́ıculas

QN−1[Ψ(; r0)] =

∫
d1...d(N − 1)e−βVN−1e−βΨ(;r0) (B.17)

= QN−1[0]

〈
e−βΨ(;r0)

〉
N−1

(B.18)

=

∫
d1...d(N − 1)e−βVN (r0,r1,...,rN−1 (B.19)

=
QN−1[0]

N
ρ(1)(r0, w = 0) (B.20)

Comparando ahora las igualdades (B.18) y (B.20) con la relación (B.5), puede escribirse

QN−1[Ψ(; r0)] = QN−1[0] exp[−βµex] (B.21)

Volviendo a la ecuación (B.16),〈
e−βΨ(;rN )

〉
N−1,Ψ(;r0)

=
1

QN−1[0]
eβµex

∫
d1...d(N − 1)e−βNN−1e−βΨ(;r0)e−βΨ(;rN )(B.22)

= e−βµex

〈
e−βΨ(;r0)e−βΨ(;rN )

〉
N−1

(B.23)

Este resultado puede sustituirse directamente en la ecuación (B.10) y tras agrupar y

reordenar términos, se obtiene

log[y(rN , r0)] = 2βµex + log

〈
e−βΨ(;r0)e−βΨ(;rN )

〉
N−1

(B.24)
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Para llegar a la expresión del ZST, se hace ahora coincidir la part́ıcula fuente y la

part́ıcula prueba acercando sus posiciones de forma continua, es decir, se toma el ĺımi-

te rN → r0. La interacción entre estas dos part́ıculas se ha desactivado en la ecuación

(B.5), donde aparece un factor de Boltzmann eβw(rN ) = eβu(r0,rN ) y a partir de ah́ı, tam-

bién en (B.14). Por ello, el ĺımite que se va a calcular es correcto, independientemente

del tipo de interacción que se hubiera supuesto entre ambas part́ıculas (u(r0, rN)). Aśı,

ĺım
rN→r0

log[y(rN , r0)] = 2βµex + ĺım
rN→r0

log

〈
e−βΨ(;r0)e−βΨ(;rN )

〉
N−1

(B.25)

y ya tomando los ĺımites

log y(0) = 2βµex − βµex
(1+1) (B.26)

donde,

βµex
(1+1) =

〈
e−2βΨ(;r0)

〉
N−1

(ver ecuación (B.16))

βµex
(1+1) corresponde por tanto al potencial qúımico de lo que se conoce como una

part́ıcula prueba fuerte (en inglés strong test particle). Esta no es más que un d́ımero

formado por dos part́ıculas que han solapado completamente, que se encuentra en

el sistema en dilución infinita. Este d́ımero interaccionará con el resto de part́ıculas

mediante un potencial de interacción 2Ψ(; r0) = 2u(r0, ri).

La ecuación (B.26) es la expresión general del ZST.
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Hall, D. S. y Conkie, W. R. (1980). Mol. Phys., 40, 907.

Hafskjold, B. y Stell, G. (1982). The Liquid State of Matter (editado por E. W. Montroll

y J. L. Lebowitz (North-Holland)).

Hansen, J. P. y McDonald, I. R. (1986). Theory of Simple Liquids, segunda edición

(Academic, New York).

Hansen, J. P. and verlet, L. (1969) Phys. Rev., 184, 151.

Henderson, D., editor (1992). Fundamentals of Inhomogeneous Fluids (Marcel dekker,

Inc., New York).
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Jorge, S., Schöll-Paschinger, E., Kahl, G. y Fernaud, M. J. (2003). Mol. Phys., (en

prensa).

Kierlik, E., Rosinberg, M. L., tarjus, G. y Monson, P. A. (1995). J. Chem. Phys., 103,

4256.

Kierlik, E., Rosinberg, M. L., tarjus, G. y Monson, P. A.(1997). J. Chem. Phys., 106,

264.

Kirkwood, J. G. (1935). J. Chem. Phys., 3, 300.



212 BIBLIOGRAFÍA
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