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1 Einleitung

Die Quantenfeldtheorie (QFT) vereinigt die bekannten Regeln der Quantentheorie mit
der speziellen Relativitatstheorie und der Feldtheorie. Ein Standardbeispiel der Quanten-
Feldtheorie ist die Quantenelektrodynamik (QED). Die aufgrund ihrer prézisen Aussagen
und theoretischen Resultate wie z. B. die Berechnung der Feinstrukturkonstante o ein
unerreichtes Vorbild fiir jedes andere dynamische Modell darstellt.

Eine selbstkonsistente Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie sollte sich also in sinnvoller
Weise mit den Begriffen der klassischen Feldtheorie, den Postulaten der speziellen Relati-
vitatstheorie samt den daraus resultierenden Konsequenzen und mit den Grundziigen der
Quantenmechanik auseinandersetzen.

Im néchsten Kapitel wird die klassische freie Feldtheorie mit Beriicksichtigung der Re-
lativitatstheorie behandelt. Es werden die Grundséitze der Feldtheorie und die Lorentz-
Transformation in ko- und kontravarianter Schreibweise entwickelt. Im Anschluf3 dar-
an wird der klassische Lagrange Formalismus présentiert, der ein allgemein giiltiges In-
strumentarium zur Herleitung von Feld- beziehungsweise Wellengleichungen darstellt. Im
Rahmen dieses Stoffes wollen wir die freie Klein-Gordon-Gleichung, die freien Maxwell-
Gleichungen und die freie Dirac-Gleichung diskutieren. Die Aufstellung und der Nachweis
des Noether-Theorems folgt.

Im darauf folgenden Kapitel werden wir die Gesetze der Quantentheorie in die freie Feld-
theorie einbauen. Bei dieser Gelegenheit werden wir die Grundlagen der Quantentheorie,
soweit diese fiir unser Betrachtungen nétig sind, wiederholen.

Im aufbauenden Skriptum Quantenfeldtheorie 2 [9] werden die realistischeren - wechsel-
wirkenden Feldmodelle diskutiert. Dabei werden die Feynman-Regeln und die Storungstheorie
entwickelt. Im letzten Kapitel wollen wir dort die Renormierung der Quantenfeldtheorie
betrachten.

Danke an Klaus Ita, Jiirgen Klepp, Elisabeth Magerl, Regine Miiller, Volkmar Putz,
Maria Schimpf, Michael Wind fiir geborgte Skripten und Anregungen. Korrekturen und
Ergénzungen werden gerne entgegen genommen. Viel Freude an diesem spannendem Ge-
biet der Physik.



2 Die freie Feldtheorie

2.1 Der Feldbegriff

Bevor wir uns wirklich systematisch den freien Feldmodellen zuwenden, wollen wir an
Hand der klassischen Maxwelltheorie den Begriff des Feldes! niher betrachten.

Zu diesem Zweck nehmen wir voriibergehend an, dafl wir zwei ruhende, geladene Teil-
chen haben, die aufeinander eine Wechselwirkung ausiiben. Man kann sich nun vorstellen,
daBl eines der beiden Teilchen ein Feld erzeugt und dadurch auf das andere Teilchen,
das sich ja in diesem Feld befindet, eine Kraft ausiibt. In der klassischen Physik ist die-
se Modellvorstellung nur ein Hilfsmittel. Beriicksichtigt man jedoch die Prinzipien der
speziellen Relativitatstheorie, so bekommt man einen anderen Sachverhalt, da man die
endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (Kausalitéat) der Wirkung einberechnen mufl. Eine
Anderung der Lage des einen Teilchens beeinflut das andere Teilchen erst nach einer
gewissen, endlichen Zeitspanne.

Das Feld besitzt somit physikalische Bedeutung. Wechselwirkungen haben nur eine endli-
che Ausbreitungsgeschwindigkeit (Kausalitit). Es existiert also keine unmittelbare Wech-

selwirkung zwischen rdumlich getrennten Teilchen.

2.2 Aufstellung von Feld- oder Wellengleichungen

Zur Erinnerung die 4 Maxwell-Gleichungen in ihrer allgemeinen Form:

_ - 4w~ 19D o =
H=—j+-—— B = 1
V x It \Y 0, (1)
E=—— D = 4mp. 2
V x e \% p (2)

Sie werden noch durch die sogenannten Materialgleichungen erginzt:
D = €E, B = uH, j=0FE. (3)

Die Maxwell-Gleichungen sind also ein gekoppeltes Gleichungssystem. Durch Entkoppe-
lung des Systems kénnen wir zwei Wellengleichungen fiir E und H aufstellen. In Index-

schreibweise bentitzen wir:

(’I“Otﬁ)i = eijk(()ij, 6§ = 81Bz

Fiir die folgende Betrachtung soll gelten: € = const, u = const, 0 = const. Es gilt fiir
Metalle: p =0 =  divE = 0.

Isiehe auch Dirschmid, Kummer, Schweda [4] Kapitel 1



Zur Aufstellung einer Wellengleichung bilden wir nochmals den Rotor von einer der beiden

oberen Maxwell-Gleichungen.

L L L 108
VX(VXE):VX(—Eaa—t).

Mit Hilfe der Vektoranalysis erhalten wir links
<r0t(rotﬁ)>

= rot(rotE) = 0i0mEy, — 0;0,E; = 6(6E) - (6)25

7
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t
= grad(divE) — AE = —Hgﬁ x H.
c ot
Da p = 0 und damit divE = 0 fiir Metalle gilt, erhélt man

N ,u3<47r—, 185)_ u@(élwﬁ 168_5)__47,11082? e O2E

c ot
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Wir haben die 1. Telegraphengleichung fiir E berechnet:

L endE  Ampo OF
o2 2 ot

1.TG. (4)

In analoger Weise erhilt man die 2. Telegraphengleichung fiir H
i O*H _Ampo OH

o 2 ot

Betrachten wir nun den Spezialfall des Vakuums, so gilt ¢ = = 1, 0 = 0 und wir erhalten

2.TG. (5)

mit
_1&
c? Ot?
die beiden Wellengleichungen
OE =0, (6)
OH = 0. (7)

Die Wellengleichungen beschreiben die Ausbreitung einer elektromagnetischen Welle. Im
Vakuum gelten freie, homogene Feldgleichungen fiir die Feldgrofien Eund H.

Dieses Konzept, die Aufstellung freier, homogener Wellengleichungen fiir die entsprechen-
den Feldgroflen, werden wir nun allgemein besprechen. Es wird moglich sein, die Feld-
gleichungen aus einer ,,Lagrange-Funktion“ herzuleiten. Dieses Verfahren hat sich bei der
Behandlung von quantisierten Feldtheorien gut bewahrt.

Zuvor sollen die Prinzipien der Relativitdtstheorie beriicksichtigt werden.



2.3 Die Lorentz-Transformation
2.3.1 Einleitung

Albert Einstein hat in seiner speziellen Relativitdtstheorie verschiedene, teilweise bereits
bekannte Prinzipien zu einer geschlossenen Theorie geformt.

Durch die Existenz einer maximalen Geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit ¢, die in
allen Inertialsystemen gleich grofy ist, miissen wir neue Transformationsgleichungen
suchen, von denen wir aus Eindeutigkeitsgriinden eine lineare Gestalt verlangen. Die
Lorentz-Transformation erfiillt diese Bedingungen.

Durch Einfithrung von Vierervektoren lét sich der Sachverhalt gut diskutieren.

2.3.2 Natiirliche Einheiten

In der relativistischen Quantentheorie erhélt man natiirliche Einheiten durch setzen:
h=1, c=1 (8)

¢ = 1 impliziert, Zeit- und Léngenintervalle auf die selbe Basis zu stellen (So ist es in der
Astronomie iiblich Lichtjahre als Entfernungsangabe anzugeben). ¢?t> = 72 beschreibt die
Ausbreitung des Lichtes.

h hat die Dimension Energie x Zeit. h = 1 erlaubt daher Zeit und somit auch Lénge als
Intervalle inverser Energie anzusehen. So ist Gev (10%V) & (0,2fm)~! eine oft beniitzte

Einheit fiir Energie in der Teilchenphysik.

€2N 1
~

Die elektrische Ladung schlieilich erscheint als dimensionslose Grofie o := 15— & 37535+

2.3.3 Vierervektoren

Der euklidische 3-dimensionale Raum ¥ = (z,y,2) = (z',2% 2%) wird durch die 4-

dimensionalen Raumzeit-Koordinaten generalisiert. Dies fithrt zur Defintion des
e Kontravarianten Vektors x*:
ot = (2%, 2t 2?, 2*).

Griechische Indizes p, v, p, .. nehmen die Werte 0, 1, 2, 3 an, lateinische Indizes i, j, ..
1, 2, 3. Die Verwendung lateinischer Indizes verdeutlicht die jeweilige Beschrédnkung

auf den gewthnlichen Raum,
o = (20,0) = (¢, ). (9)
e Analog definiert man den kovarianten Vektor z,,:

x, = (2, x;) = (t, —7). (10)



2.3.4 Mafitensor

Im folgendem definieren wir einen pseudoeuklidischen Raum den sogenannten Minkowski-
Raum ahand der bereits aufgestellten Ortsvierervektoren.
Wir bilden den ,,Viererbetrag “:

2? =1, 2" = (2°)° — (27)* = * — 7 = const.

Dieser ,,Viererbetrag®“ kann durch Einfithrung einer Metrik genauer formuliert werden.
Dies geschieht in volliger Analogie zum dreidimensionalen, euklidischen Raum.
Da wir Langenmessungen durchfithren wollen, definieren wir ein infinitesimales Wegele-
ment:

ds® = gikdxidack > 0.

wobei der Mafitensor g;, die Form

Gir. = Oit, =

o O =
o = O
_ o O

besitzt. Im euklidischen Raum herrscht also eine positiv definite Metrik. In vélliger Ana-
logie dazu definiert man im 4-dimensionalen Minkowski-Raum mittels x,, - 2 ein infinite-

simales ,, Viererwegelement® :
ds® = (d2°)* — (da")? = g, dx"dz”. (11)

Im Unterschied zum 3-dimensionalen Raum handelt es sich aber im 4-dimensionalen Raum

um eine indefinite Metrik.

> 0, zeitartig,
ds*{ =0, lichtartig,
<0, raumartig.

Die Klassifizierung entspricht der Lage des Vektors x* relativ zum Lichtkegel. Fiir die
beiden ersten Félle kann man noch eine Unterscheidung hinsichtlich des Vorzeichens der

Zeitkomponente treffen:
20 > 0, der Vektor weist in die Zukunft,
20 <0, der Vektor weist in die Vergangenheit.

guv st in der speziellen Relativitdtstheorie ortsunabhingig. Das Abstandsquadrat la8t

sich nun formulieren (Nicht freie Indices diirfen ,umgedreht* werden):

2 Vo o wo v Ap
" =x,2" =tz = gurtc” = gV rrz,. (12)
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Durch Anwendung des MaBtensors g,,, wird also aus einem kovarianten ein kontravarianter
Vektor und umgekehrt:
Ty = G’ (13)
ot = g"e,. (14)

Die explizite Form des Mafitensors lautet:

1 0 0 0
0O -1 0 O
vy = 15
Iu 0 0 -1 0 (15)
0o 0 0 -1
Numerisch gilt iibrigens:
G = 9"
Verifizierbar anhand:
9" = G G 9"
Ferner gilt
Guog”? = 0,0 = 0", (16)

2.3.5 Mathematische Formulierung der Lorentz-Transformation

Der Wechsel des Bezugssystems durch eine Lorentz-Transformation transformiert die Ko-
ordinaten linear und reell so, daf§ der Viererbetrag x, - x* eine Invariante ist.

Einen dhnlichen Sachverhalt kennen wir bereits von den 3-dimensionalen, orthogonalen
Drehungen, deren Erweiterung die Lorentz-Transformation ist.

Fiir orthogonale Drehungen gilt (siche Methodenvorlesung [7] 2):

T, T; = T;  T; = const,
a;jai; = O,
ala = 1.

In Analogie formuliert man die Lorentz-Transformation. L* ist eine 4 x 4 Matrix und

kennzeichnet die Lorentz-Transformation. Definition:

ot = LF av. (17)

— 1 =
Ty, =T, Tj = Q5T



Durch Hinauf- oder Herabziehen des Indexes kann man aus der Matrix L”, die Matrizen
Ly, L", Ly, (2B.: L' = g"?L")) erhalten. Die Bedingungen der Reellitdt und der
Erhaltung des Abstandsquadrates schreiben sich wie folgt:

(L5,)" =L (18)

(L9,)" (L) = 0% (19)

Denn das Skalarprodukt ist Lorentz-invariant.
o =L PL* a0t = (LT LM\ x 0 = xpa) = LPLI =6
w w AP u= Atp A w A A

Die endliche Lorentz-Transformation 1ét sich auch durch wiederholte Anwendung einer

infinitesimalen Transformation konstruieren3.

LY, =g", +Aw",, (20)
wobei wegen
L#VLMU = 5V<77
mit Umbenamsung der Indize im letzten Schritt
(9, +Aw ) g, +AW",) = g,/ 9" +9, A"+ Aw /', + Aw /ALt = 0", + Aw”, +Aw,”
——
<<O(Aw)
Aw’, = —Aw,”, (21)

um ein invariantes Eigenzeit-Intervall zu erhalten. Aw*” ist der Parameter (verallge-
meinerter Drehwinkel) einer infinitesimalen Lorentz-Transformation und es gibt 6 un-

abhingige Aw*” (3 gewohnliche Drehungen entlang der 3 Raumachsen z!, 2%, 23 in den

Ebenen 2223, x'a?, x'a?, sowie 3 eigentliche , Lorentz-Transformationen® in den Ebenen

202t 2022, 2023).

2.3.6 Beispiele infinitesimaler Lorentz-Transformation

A = AB

ist eine Transformation auf ein Koordinatensystem, das sich mit der konstanter Geschwin-
digkeit A3 in z-Richtung bewegt.

Awly = —Aw'? = A¢p

3siehe auch: Bjorken - Drell [1], Kapitel 2.2 oder Messiah [5].
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ist eine Drehung um den Winkel A¢ um die 23-Achse.

Zur Gewinnung der endlichen Transformation schreibt man
Aw’, = +Aw (J,) i
Aw: Infinitesimalparameter oder ,,Drehwinkel“ um eine Achse in n-Richtung.

Jn: 4 x 4 Koeffizientenmatrix einer Darstellung der Einheits-Lorentz-Drehung um die
n-te Achse.

Das folgende Beispiel zeigt eine Transformation auf ein gestrichenes System, das sich mit

einer infinitesimalen Geschwindigkeit Aw = AS3 in z'-Richtung bewegt.

0 -1

=
o O O O
o O O O

also
Jo=Jy=—-J"=+J" = -1

Unter Verwendung der algebraischen Eigenschaft

J? = : J=+J

o O O =
o O = O
o O O O
o O O O

$J2N:J27 J2N+1:J

kann man die endliche Transformation durch , N-maliges Hintereinanderschalten“ der

Elementar Lorentz-Rotatation

w
Aw= 2
VTN

fiir gleichférmige Relativbewegung in 2! - Richtung schreiben als

«aq

w1 i v ﬁ Copean 4w\ wo__
. _]\}1:I>Icl>o<g+NJ) m(ngNJ) L= () 2" =

= (coshwJ + sinh w ot =°(1— + J7coshw + Jsinhw) z".
hwJ +sinhwJ)”, o =2 (1~ J* + J? coshw + Jsinhw)” a*

ANN
epr:N]gnoo <1+N> , e” = coshx + sinh x

5

o0

cosh(wJ) _ Z wuﬁn]% _ J2n — J2 vn€N| =1+ Z Wuﬂn“ﬂ —1— J2 + J2 Z ngn
n=0 ’ n—1 : :

n=0

11



Fiir die einzelnen Komponenten ergibt sich

2" coshw —sinhw 0 0 20
x't | —sinhw coshw 0 0 !
| 0 0 10 22 |
x 0 0 0 1 x?

o =L ot = (g", + Aw",) ¥

oder
2" = coshw (z° — tanhwz')
2"t = coshw (z' — tanhwz)
:E/Z — 332’
R

1 v2

zusammen.

Das Ergebnis kann auf die Bewegung in beliebige Richtungen oder Raumdrehungen um
beliebige Achsen verallgemeinert werden. Die 6 Matrizen J¥,, welche die 6 unabhéngigen
Lorentz-Drehungen erzeugen, sind die 4-dimensionale Verallgemeinerung der bereits erwéhnten

3-dimensionalen Raumdrehungen.

2.3.7 Lorentz-Transformation eines Gradienten

Aus den 2 Arten von Vektoren bildet man 2 Ableitungen.

e Kovarianter Vierergradient 0,

0 0 = . Ozt "
8u = @ = (@,V), mit @ =0 e (22)
e Kontravarianter Vierergradient 0*:
0 0 -
= —=(—,-V). 2
= g0 = gV (23)

= cosh(wJ) =1 — J? + J? cosh(w)

sinh(wJ) = Z

n=0

1
(2n+1)!

— 1
WL At — |J2”+1 =J VneNy| = JZ Wt = Jsinh(w)
n=0

— (2n +1)!

12



Durch Anwendung eines Gradienten auf eine Skalarfunktion (z.B.: ¢(t, Z) = ¢(z*) := ¢(x)
Kurzschreibweise) erhélt die Ableitung Vektorcharakter:

aﬂqﬁ(l‘) = V#(l‘),
oMo(z) = F*(x).

Als Beispiel wenden wir &% auf die skalare Grofle des Abstandsquadrates an:
d 4 0 oo ox7\ , [ 0zf B B
%(I‘)—%(Qgﬁ,x‘%)—gop (axu)$ +x % —JJ#+$H—2$#.
N—— N——

8u° 8P
Bei Lorentz-Transformation eines Gradienten einer Skalarfunktion kénnen wir folgen-
des Verhalten feststellen. 0*¢(z) verhélt sich wie ein kontravarianter Vektor a* bei der
Lorentz-Transformation. d,¢(z) verhilt sich wie ein kovarianter Vektor x, bei der Lorentz-

Transformation.
(0" (x)) = L",0"¢(x)
Beweis (Es gilt fiir eine Skalarfunktion ¢'(z') = ¢(x)):
(0"g(x)) = 8"/ (') = 0"¢(x).

Mittels Anwendung der Kettenregel erhdlt man:

) 0 dx, O 0 r 0

B —= = Y - L a - L'u P —

0 6x@ axL oz, Y Oz, (L5) oz,
coshw —sinhw 0 0

it - —sinhw coshw 0 0 wnd - (Lu”)T
0 0 1 0
0 0 01
folgt
or=1L" o (24)

Folgende Beziehungen kann man noch aufstellen:
0" = g0,
dy = g,u0".
Das Produkt )
-~ 0
0,0" = g,,0"0" = goo(0°)? — (V)? = (—) —A=0

ergibt also den d’Alembert-Operator:

9,0" = 0. (25)

13



2.4 Das Hamilton’sche Prinzip
2.4.1 Klassische Punktmechanik

Zur Veranschaulichung dient die Vorstellung der Bewegung eines Teilchens in einem Kraft-
feld. Zwecks Vereinfachung wird ein konservatives Kraftfeld gewéhlt, in dem man daher
die Kraft als Gradient eines Potentials ausdriicken kann.

In Systemen, fiir die bestimmte Neben- oder auch Zwangsbedingungen gelten (z. B. eine
Kugel rollt auf einer schiefen Ebene), sind die kartesischen Koordinaten wegen dieser Ne-
benbedingungen nicht mehr unabhéngig voneinander. Man fithrt daher eine entsprechende
Anzahl von neuen, unabhéngigen Koordinaten, eben die ,, verallgemeinerten Koordinaten*,
ein und braucht die Nebenbedingungen nicht mehr zu beachten. ©

q(t) sei die verallgemeinerte Ortskoordinate und ¢(t) sei die verallgemeinerte Geschwin-
digkeit.

Zur Beschreibung ist noch die Bestimmung der Anzahl der Freiheitsgrade nétig. Darunter
versteht man die Anzahl der voneinander unabhéngig moglichen Bewegungen.

Einige Beispiele:

Dieses System besitzt genau einen Freiheitsgrad, die Auslenkung = aus der Ruhelage z.

F/\/VAVN—— — > F

1 Lo x

y

Abbildung 1: Kérper der Masse m mit Ruhelage zy auf den die Kraft F wirkt.

Zur Beschreibung der Kugel auf der Platte sind 2 Koordinaten nétig, das System besitzt

A
Yo~ ®

Xo

\j

Abbildung 2: Kugel auf ebener Flache mit Ausgangskoordinaten xq, yo

also 2 Freiheitsgrade.
Man kann auch noch zwischen den Freiheitsgraden der Translation und der Rotation un-
terscheiden, im Fall unseres Teilchens in einem konservativen Kraftfeld konnen wir uns

auf die 3 Freiheitsgrade der Translation beschrinken.

bsiehe auch: Pisler [6].

14



Zur weiteren Beschreibung definieren wir eine mathematische Kenngrofle, die Lagrange-
Funktion L (¢(t),q(t)), die ein bestimmtes mechanisches System charakterisiert.

Nun hat man fast alle Mittel, um das ,Hamilton’sche Prinzip“ oder das ,,Prinzip der
kleinsten Wirkung® zu formulieren.

Unter einer Wirkung” W = W{q| versteht man den Ausdruck:

Abbildung 3: Die Variation des Wirkungsintegrals.

Wir stehen daher vor dem Problem, jene Funktionen ¢(t) mit ¢(¢;) = ¢; und ¢(t2) = ¢2 zu
suchen, fiir die das obige Integral (26) ein Minimum wird. Dies ist das Prinzip der klein-
sten Wirkung. Diese Problemstellung der Variationsrechnung l6sen wir folgendermaflen.
Zunéchst nehmen wir an, wir héitten irgendwie eine Losung ¢ = ¢(t) gefunden, die W zu
einem Minimum macht.

Wenn wir von einer Funktion f(¢) behaupten, sie besitze an der Stelle ¢, eine Minimum,
so ist f(tg) < f(t) fiir t # to also in einer gewissen Umgebung von t.

Wir haben damit die Funktion in der Nahe von ¢y, untersucht und die entsprechenden
Funktionswerte in einer Umgebung von ¢ verglichen. Analog hat man daher in unserem
Problem den Wert des Integrales W fiir die Funktion ¢(¢) mit den Werten zu vergleichen,

die auch fiir andere zuléssige Vergleichskurven

q(t) = q(t) + dq(t) (27)

"Defininition eines Funktionals : mathematische Abbildung

W q(t) — Wlq] = /t 2 dtL(q, )

15



ergeben, die in der Nahe von ¢(t) liegen (siehe Abbildung). Dabei ist d¢(t) eine Funktion,
die in dem ganzen Zeitintervall von ¢ bis ¢ klein ist; sie heifit die ,, Variation“ der Funktion
q(t) und es gilt

dq(t1) = 0q(t2) = 0. (28)

Nun vergleichen wir die Werte des Integrales fiir die beiden Vergleichskurven ¢(t) und g(t)

und untersuchen die dadurch hervorgerufene Veréinderung (Variation von W). ®

Wi =0 [ L (a(0),4(0) = Wiy + 6] — Wla) =0 29)

t1

Wl = [ dt(L a®) + Sale). ) + 50(8) ~ L (t).d0).

t1

oL oL

Wil = [ de L) 60 + G 80+ 500+ 0 0¢) - Liad

Die Entwicklung der Differenz nach Potenzen von d¢(t) und d¢(t) beginnt mit Glieder
der ersten Ordnung. Die notwendige Bedingung dafiir, dass W ein Minimum wird, ist das
Verschwinden der Gesamtheit dieser Glieder.

Nach der Ausfithrung der Variation erhélt man

= [ o (2 2Lai) o

Beriicksichtigt man ferner die Vertauschbarkeit der Variation und Zeitableitung, dass

d
Y
2’

ist, so bekommt man nach partieller Integration
oL / <8L d 8L)
—|— dt| — ———=1d¢g=0
6 dq dt 0q 1

oW =
q

8 Aus der Mathematik kennen wir folgende Vorgangsweise:

hq(t) = q(t) + ev(t), v(ty) = v(t2) = 0.
J(e) = /t L (q() + ev(t), d() + en(t)) dt ~ Extremum
y or oL
Definition : L, = a—q, Ly = a—q
@) = / (Lot Loy di =0

- e/tt (Lq - thq> o(t)dt + (Lo ) z

d
ZLy=0

:>Lq_dt
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Wegen der Randwerte (28) bleibt nur das Integral iibrig, welches fiir beliebige Werte von

0q gleich Null sein soll. Dies ist jedoch nur méglich, wenn der Integrand verschwindet also
— ———=0. (30)

Das ist die ,,Euler-Lagrange-Gleichung “.

Wir kénnen nun den kanonischen Impuls definieren:

~ OL(q(?),4(1))
p(t) = o)

Jetzt konnen wir das System mit den kanonischen Koordinaten (p, ¢) beschreiben. Dazu

(31)

fithren wir statt der Lagrange-Funktion L die Hamilton Funktion H ein. Das erreichen

wir durch eine , Legendre-Transformation “?, welche die Bauart

besitzt (keine explizite ¢ Abhangigkeit L(q, ) # L(q(t),q(t),t)). Die implizite Translati-
onsinvarianz bedeutet Energieerhaltung.

Das Vermdogen dieser Transformation ist es, die g-Abhéngigkeit zugunsten einer p-Abhéngigkeit
zu eliminieren. Wie man sieht, héngt die linke Seite nur von p und ¢ ab, nicht aber von g.

Die Lagrange-Funktion L(q,q) setzt sich aus
L=T-V (33)

zusammen, wobei T" die kinetische Energie und V' das Potential bedeutet, sie besitzt nur
mathematische Bedeutung.

Hingegen kann man iiber H(p, q) aussagen:

OH oL 0
o 0
Mit H koénnen wir die kanonischen Bewegungsgleichungen aufstellen
oH dq 0L 0q
op " ap ag 0p "
p
9Legendre-Transformation - Ubergang =,y = u,y:
f=flzy) =ux+vy df = udz + vdy — g =9g(u,y) g=f-ux

dg = df —udx — zdu = vdy — xdu

hier H = H Konvention, da H interpretierbar als Energie

: oL ,. 0L L _ ]
L= L(q4) dL = —=dj+ —=dq — H = H(q,p) —H=L-pq
a4 dq
OFiir ein Punktteilchen mit der Masse m in einem konservativen Kraftfelt gilt L = %’f —V{(q).

17



oH _ 04 OL 0L dq_ dOL _

Beziiglich der Zeitabhingigkeit kann man sagen

dH  OH . 0H .

=0.

at o Tt
~ =~
—p q
Wir konnen die Hamilton-Funktion als
H=T+V

darstellen. H entspricht also der Gesamtenergie E des Systems und hat damit physikalische
Bedeutung.

2.4.2 Berechnung der Lagrange-Funktion anhand eines Beispiels

Zum Abschlufl wollen wir die Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem konserva-
tiven Kraftfeld studieren.

In diesem Fall lautet die Newton’sche Bewegungsgleichung

ov

Um die entsprechende Lagrange-Funktion zu erhalten, bilden wir

mgoq = —g—‘;éq = —oV.

Wir bilden auf beiden Seiten das Integral iiber die Zeit. An den festen Bahnendpunkten
gilt:
dq(t1) = dq(t2) = 0,

t2 2 v to to
/ dtmgdq = —/ dt—dq = / dtéV = 5/ dtV(q),
t1 t1 8(:] t1 t1

to
/ dt (miidq + 5V) = 0.

t1
Mittels partieller Integration erhalten wir
= 07

to d
/ dt <—mcj—5q + 5V> + mqdq
4 dt

to
t1

to
t

mqoq| =0, da oq(t1) = dq(ta) = 0.

1

d i\’
—mq'E(Sq = —mqgdq = —md <§) .

18



Damit folgt schliellich
to 22
—5/ dt(ﬂ—v) —0,
t1 2

<5 [ o) o,

t1

L{a(0),d(0) = gmd? — V.

Damit haben wir die Lagrange-Funktion fiir dieses System berechnet.

Umkehrung: Euler-Lagrange liefert

ov. d, .
“ g E(WQ) 0

v

=%
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2.4.3 Klassische Feldtheorie

Wie sich zeigt, lassen sich die im vorherigen Kapitel dargestellten Prinzipien in dhnlicher
Weise auf feldtheoretische Modelle iibertragen. Dies geschieht schrittweise, zunéchst er-

weitern wir das bisherige Prinzip auf Systeme mit n Teilchen.

q(t) — qi(t)

Allerdings ist zu beachten, dafl wir punktmechanische System mit verallgemeinerten Ko-
ordinaten ¢;(t) beschreiben konnten. Die Koordinate ist also nur von der Zeit abhéingig
und ist durch einen diskreten Index ¢ gekennzeichnet, der den endlich vielen Freiheitsgra-
den des Systems entspricht. Bei Feldern ¢; haben wir neben der Zeitabhéngigkeit auch
eine Abhéngigkeit vom Ort zu beachten, ¢ ist also ein ¢(t,7) = ¢(2#). Wir wollen nun
unser Feld analog zu einem Punktsystem mit generalisierten Koordinaten a; beschreiben.
Dabei kennzeichnet nun ¢; die Feldfunktion und Z = z; den Ortsvektor. Da es im Raum
beliebig viele Ortsvektoren gibt, entspricht also die Beschreibung des Feldes der Beschrei-
bung eines mechanischen Systems mit oo vielen Freiheitsgraden. Hier konnen wir also von
einer kontinuierlichen Beschreibung sprechen.

Zur Veranschaulichung wollen wir als Beispiel den diskreten Fall von n Freiheitsgraden

mit den kanonischen Bewegungsgleichungen

. OH(pi, q:) OH (pi, 4:)
6i(t) = Op;(t) B 0q;(t)

betrachten. Fiihren wir den Grenziibergang n = oo durch, so erhalten wir statt der

Pz’(t) = (35>

diskreten die kontinuierliche Beschreibung mittels einer Feldtheorie. Das Feld wird in
jedem Punkt durch eine unabhéngige, verallgemeinerte Koordinate dargestellt. In unserem
konkreten Beispiel beschreiben wir die Schwingung durch eine stetige Funktion ¢(x), dem
Auslenkungsfeld. ¢(z) miit also die Amplitude, ¢(z) die Geschwindigkeit. Nach der oben

eingefithrten Analogie lautet also die kanonische Beschreibung fiir Felder ¢(x):
qi(t) — ¢(x),

pi(t) — m(x).

Zur weiteren Beschreibung fithren wir hier eine , Lagrange Dichte* £ ein, durch Volum-
sintegration erhalten wir dann wieder die von der Punktmechanik bekannte Lagrange-
Funktion L:

L(6.0,0) = [ £(6,0,0)d"s (30)
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Wir wollen die Gestalt und die Bedeutung von £ mittels eines Beispiels studieren.
Wir betrachten den einfachsten Feldtyp, das freie, reelle und skalare Feld ¢(z). Die Wel-
lengleichung fiir dieses Feld ist die ,,Klein-Gordon-Gleichung “

(O +m*)p(x) = 0. (37)
Die Variation der Feldamplitude ¢(x) ist durch
5@5(1’0 = tl, f) = 5@5(.1‘0 = tQ, f) =0

definiert. Wir verwenden die gleiche Vorgangsweise wie bei der Berechnung der Lagrange-
Funktion L aus der Newton’sche Bewegungsgleichung. Allerdings wird hier iiber die Zeit-

und die kontinuierliche Ortskoordinate integriert.

[@dﬁ/Zd%{¢m+ma¢@ﬂ5¢:07

/dt/ >z l(82—v2+m)¢(x)}5gb:0,
/ d:”/ *r { 90 (ax0)+ai0( ¢5¢)+VW5¢ v (Vodo) + _W} =

Die beiden Oberflachenterme verschinden wegen d¢(t1) = do(tz) = 0, limz_o (¢, ) = 0.
Wir beniitzen die Relation [6,9,] =0

0 0 0
$(006) = 0 = o2 (9 +09) — o=

(5¢) 9u(00).

oxH

Es folgt

/: o /_Z de [_5 (%a;sg) a?if)) T %5 (W(rv)%(x)) + %m%qs?(x)] — 0

Daraus ergibt sich mit

S0 ((@0)) = dossans, 50 (Vovs) =Verde wd 25 (¢?) = 000

2) 00(r) o o _
5 / / dPr= [ D0 0 V¢V¢—m2¢2] — 0.

In Viererschreibweise

) / d%% (0,900" ¢ — m?¢?) =

1
L= 3 (0,009 —m?¢*(x)) .
Wir haben damit die Lagrange-Dichte fiir das Skalarfeld berechnet, man sieht, daf§ £ ein
Lorentz-kovariantes Funktional des Feldes ¢(x) und seiner Ableitung 0,¢(z) ist.

L= L(),0,0) = L($(x), ()
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und
L(t) = / Bl (6(t,7), 0,0(t, 7))

Wir nehmen in unserer Feldtheorie stets an, daf} die jeweiligen Feldgleichungen aus den
entsprechenden Lagrangedichten £ abgeleitet werden konnen. Das geschieht analog dem
Hamilton’schen Prinzip in der Punktmechanik durch die Forderung, dal die Wirkung fiir

die Felder stationar ist.

Wig] = o /t " /_ " Pl (6(t,7), 0,0(t 7)) —

in Viererschreibweise wiederum

vvwzéﬂg%cw@x@wm>:

Die Durchfithrung der Variation liefert uns wieder die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung.

SWg) = Wp + 66] — W[e] =
/ dt / B (6 + 66,0, (6 + 66)) — L(6,0,6)] =

oL
[ [ e lew.0.0+ G ¢6au¢+o<62> £00.9,0)] -
o

[ o ] -

Wir erhalten mit partieller Integration

. OC B L 0L
/ d xaﬁma W0 = dur <aa#¢> &b’ / d xa“aam&b’

=0
[ 220 o
dp Ozt 8@@25
Da diese Bedingung fiir beliebige Variationen d¢ gelten soll, erhalten wir

oL oL

die Euler-Lagrange-Gleichung!*.
Wird ein System durch n Felder beschrieben, so gilt

L=L ((bz(I); au¢l(x)) )

1 Anhand einsetzen in die Euler-Lagrange-Gleichung kénnen wir die vorher berechnete Lagrange-Dichte

iiberpriifen, ob wir wieder die freie Feldgleichung des Skalarfeldes erhalten.
oL 9 oL
= —m?,
0¢ 9 (9,9)

=" = (O4+m?) ¢(z) =0
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or, or
i 00,01
Man erhélt also n Feldgleichungen.

0. (39)

Das Einsetzen einer bestimmten Lagrange-Dichte in die Euler-Lagrange-Gleichung fiihrt
dann zu jeweils charakteristischen Feldgleichung.

Im néchsten Kapitel werden wir die drei wichtigsten Feldtypen auf diese Art besprechen,
ihren physikalischen Gehalt und die Losungen der Feldgleichungen werden wir auch dis-

kutieren.
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2.5 Das Klein-Gordon-Feld
Das reelle, freie Skalarfeld ¢(z) ist der einfachste Feldtyp. Es geniigt der freien Klein-
(40)

(O +m?) ¢(z) =0.

Gordon-Gleichung:
(41)

Die Lagrange-Dichte lautet
£(6(),0:6(2)) = 5 (0,020 0(z) — mP(2))

Wir wollen die Feldgleichung lésen und fiithren daher eine Fouriertransformation fiir ¢(x)

in den Impulsraum durch. Ansatz:
1 +oo L
/ d4k6+1kx¢(l€).

¢(x) =
(=) (2%)%
Wir sehen, dafl nur invariante Lorentz-Skalare vorkommen. Das Produkt im Exponent

—
—

bedeutet
kx = k" = Kz, = kox® — k7.
o(z) = ¢"(x),

Da wir ein reelles Feld betrachten gilt auflerdem

* - 1 e 4 e—ika:N*
¢(z) = (%)g/_ e 3 (),
1 - 4 efikx~ o

/+ (—d'k)e ™ (k).

[e.e]

(e 9]

1

+oo
) = d'ke™™* G(k) =
#z) (27)? /_oo HE) (27)>
Das bedeutet also, dafl bei der Transformation der komplex konjugierten Groéfie ¢* die

0" (—k) = o (k).

Variable & durch —k& ersetzt wird.
&*(k) = ¢

Qb(_k),
Wir erhalten durch Einsetzung in die Klein-Gordon-Gleichung
(O +m?) / d*ket™* (k) =0

N W

O+ m?) ¢(z
( )o@ =
und durch zweimaliges differenzieren
1 I
5 /d4]{7(—k52 + m2)€+zkx¢( ) =0
2

(27)

Unsere Gleichung lautet also im Impulsraum
(—k* +m?)o(k) = 0.

Wir miissen zwei Falle betrachten:
24



a) kK2#m®> — (k) =0.

b) kK2=m? — ¢(k)#0.

5(k* — m?)¢/(k) deckt man beide Fille ab, um nicht triviale Losungen zu

Mit ¢(k) =
erhalten:

1 47, +ikz it 1 4 e+zkm 0 _’2_m2 7
o) = oo [tk o —mG6) = o [ atke () — Bty )

Wir haben eine Nullstelle (Hyperbel in 2 Hauptlage) fiir
K B —m? =0

kO = 44/ k2 4+ m2 = 4wy,

Das ist die Gleichung fiir 2 Massenschalen.

kO

A
.///‘ Massenschalen k° = +v/k2 4+ m?2

Llchtkegel K = |k|,dam =0

Abbildung 4: Lichtkegel mit 2 Massenschalen.

Wir kénnen ¢(x) bez. der Fourier-Transformation in eine positiven und negativen Fre-

quenzanteil aufspalten. In der Quantentheorie werden wir die beiden Anteile als Erzeugungs-

und Vernichtungsoperatoren darstellen konnen.
o(x) = ¢"(x) + ¢~ (v).

Wir fithren zur néheren Definition in die Fourier-Transformierte eine Stufenfunktion 6(k°)

(42)

ein.

(k") + 0(—k°) = 1.

o) = g [ ke —moth) =
/ e [5(k? — m2)I(KO)p(k) + 6(k2 — m)0(—k*) (k)]

3
2
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Fiir £° > 0 folgt

+ _ 1 d4]{3 +ik$5 k?2— 2 0 kO k
0@ = g [ A 0008
1 BE .
- D ik o, B
(27r>3/ PR ACOL)
ot (k)
Fiir £ < 0 gilt
1 . 5
_ _ d4k’ —ikx k? o2 I —k?o ko —k
@) = g [ AT 0K, B
1 Bk,
_ ikx —k
(zmi/ )
¢~ (k)

= ¢ (k) = (¢" (k)"
Den positiven Frequenzanteil kann man auch durch das Vorzeichen des Fourierexponenten
charakterisieren. Dies geschieht so, dafl man iibereinkommt, das Vorzeichen des ,,Frequenz-
terms® korg = 2%V k2 + m2 zur Kennzeichnung heranzuziehen.
Bk 1

(27)% 2w, [@ikxqﬁ(’g) + e*"’“df(/%’)] .

b(x) = 6" () + 6 (2) = /
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2.6 Das Elektromagnetische Feld

Das elektrische und magnetische Feld schrieben wir bisher an:

= (Ema Ey7 Ez)a
= (H;, Hy, H,).

T

Bei Abwesenheit von Quellen H = B haben die Maxwell-Gleichungen folgende Gestalt:

OH

rotE = T divE = 0, (43)
. OE .
rotH = e divH = 0. (44)

Ferner wissen wir, dafl sich diese Vektorfelder von Potentialen ableiten lassen. Sei ¢ das

skalare Potential und A das entsprechende Vektorpotential, so gilt

. oA
E = —gradp — —
g ¢ at )
H = rotA.
Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig, wie wir sehen werden, da bei einer ,,soge-

nannten® lokalen Eichtransformation (¢... Eichfunktion, Parameter)

¢=¢' + %—f,
A=A — gradiy
in den oberen Gleichungen folgt,
E = —grad (qb' + %—f) — %(z‘? — grady) = —grad¢’ — 8(;3/,
H =rotA, da Vx V=0 Iist.

Man nennt diese Prozedur eine Umeichung der Potentiale. Die Gleichungen fiir E und
H haben in den gestrichenen Gréflen die gleiche Form. E und H sind daher die entspre-
chenden physikalischen Felder. Man hat also eine zusétzliche Freiheit, {iber die man noch

verfiigen kann. So setzt man zum Beispiel nach der Lorentz-Konvention

06 o -
5 tVA

0. (45)

Mit den beiden in Kapitel 2.3.7 eingefiihrten Vierergradienten
0 0 =
— =(=,V),
(5::9)

B Qg
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0 0 =
= on, (57—V)

kénnen wir die Divergenz eines Vierervektors B* definieren

m

Br— <B0, é) , (46)
0,8 — LB i
: ot
Fassen wir nun die beiden Potentiale ¢ und A zu einem Viererpotential zusammen, so
haben wir
w = (6.4) “
A, = (¢, —ff) . (48)
Die oben genannte Lorentz-Konvention lautet dann
, 0y = -
0, A" = gy, 0" AF = o +VA=0. (49)

Diese Gleichung ist die eigentliche Motivation fiir den Ansatz A* = <gz§, ff)

Man mufl jetzt noch zeigen, daff sich A, wie ein Vierervektor verhélt. Bei Lorentz-
Transformation A, = LM’\A,\ sind A, A" und 9, A" invariante Lorentz-Skalare.

Nachdem wir das Vektorpotential A, eingefithrt haben, kénnen wir die insgesamt sechs
Komponenten der beiden Vektorfelder E und H in einen antisymmetrischen, elektroma-
gnetischen Feldtensor F'*” von Rang 2 einordnen.

Daher definiert man den kontravarianter Feldtensor (siehe auch Skriptum Allgemeine Re-

lativitétstheorie[8] ,, Viererrotation®):

FM = rAY — VAl = — [V (50)
0O -B, —-E, —E.
v _ | Be 0 H. —H, (51)
E, -H., 0 H, |
E. H, —-H, 0

kovarianter Feldtensor

Fu = gungue . (53)
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Bei Lorentz-Transformation erhélt man
F'"™(2') = L'\L¥ FM(x), a7 = L7 ",
Da sich die Vektorfelder £ und H aus den Potentialen darstellen lassen, wird dies auch

in kovarianter Form zu erwarten sein. F),, ist Lorentz-eichinvariant.

Es gilt zum Beispiel:

. - 0A, 0
For = +E, = 00A1 — 01Ag = A1 — 019 = Au = (¢,—A)| = — i

ot oxl
. 0A
= F = —gradp — —.
grade ot
Nun koénnen wir auch die Maxwell-Gleichungen kovariant formulieren.
0"F,, =0, (54)
0 For + 0, F;, + 0: Fy = 0. (55)

Wir iiberpriifen 0" F),, = 0:

i Fl = _Exa_Ea_Ez - = ——
v =0, OFup=0Fo=| " ( v ) =V E=divE = 0.
81 - (_817 _827 _83)
v=1, OE, = 3"Fy + 0*°Fy + 0°Fyy = B, — (0,H. — 0.H,),

By=0,H.—0.H, = (Vx H) .

= E_j —rotH.
p=0,0=117=2, o Fio + 01 Fog + 0yFyy = +H, + 0,E, — 0,E,,
H,=—(0,E, — ,E,)
= —ﬁ = rotE.

Wir sehen also, dafl wir mit diesem Formalismus die Maxwell-Gleichungen in der gewohn-

ten Form reproduzieren konnen.

Um einen zu F dualen Feldtensor F einzufiihren, definieren wir zuerst den vollig anti-

symmetrischen e-Tensor 4.Stufe.
e o0 — ik, (56)
Fiir die homogenen Maxwell-Gleichungen ist der duale Feldtensor
Fy, = %E‘S”’”F"” (57)
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ebenfalls eine Losung:
O F55 = 0. (58)

Aus Gleichung (54) folgt
oME,, =0"(0,A, —0,A,) =04, —0,0"'A, =0.
Mit der Lorentz-Konvention 0" A, = 0 folgt
OA,(x) = 0. (59)

Wie bei der Klein-Gordon-Gleichung erhalten wir die Losung durch eine Fouriertransfor-

mation )
A (z) = - / d* ket g (k%) A, (k).
(2m)2
Im Impulsraum lautet die Lorentz-Konvention
1 - , .
oA, =0= < /d‘%e“k Tu(—i)k"o (k;Q) A, (k)
2m)2
Orthogonalitét
= kA, (k) = 0.

Mit der Annahme ¢ = 0 (ist eine andere Art der Eichfreiheit ?)

erhélt man speziell
k= (K°,0,0, k"), k* =0,

so folgt daf
kA=K A3 =0 = A3 = 0.

Diese Gleichung kennzeichnet die Transversalitéit des elektromagnetischen Feldes.

Mit Hilfe des Hamilton’schen Prinzips konnen wir wieder eine Lorentz-invariante Lagrange-
Dichte berechnen (siche Ansatz fiir Klein-Gordon-Gleichung im Kapitel 2.4.3).

to to
ST A] = / iz 9, F" (z) §A,(x) = / 20" F, ()5 A" (2) = 0
h Feldgleichung h

12axiale Eichung, n ist eine fixe Eichrichtung.

ntA, =0, n* = (1,0) = n%4y=0, Ag=¢=0.
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Mit partieller Integration folgt

0 = — / d'zF"™§(9,4,)

1 1
- -3 / dwF"5 (9,4, 0,A,) = —3 / d*zF"SF,,,

1 v
0= —15/d4xF“ E,, = dWIA]

Damit bekommen wir als eichinvarianten Lorentz-Skalar folgende Lagrange-Dichte der

freien Maxwell Theorie .
L = _ZFWF’“” (60)

oder dank Indexvertauschung 3
1
L= —3 (OpA,) F*.

Wir setzen £ in die Euler-Lagrange-Gleichung ein und kénnen dadurch wieder die Feld-

gleichung berechnen.

oL
0A,
oL 1 0

00,A, 2004, (0w A ) =

=0

Daraus folgt

13yia Indexvertauschung:

FME,, = 0" AYF,, — 0" A"F,, = 0" AV F,, — 0" A F,, = 0" A" (F,, — F,,) = 20" A" F,,,.
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2.7 Das Dirac-Feld
2.7.1 Versuche zur Formulierung einer relativistischen Quantentheorie

Nachdem die Prinzipien der speziellen Relativitéatstheorie allgemeine Anerkennung und
Bestétigung gefunden hatten, war man bestrebt, eine erweiterte Quantenmechanik zu
formulieren, die die Relativitatstheorie berticksichtigt.

Das bedeutet: die giiltigen Bewegungsgesetze sollen in allen Inertialsystemen gelten und
die gleiche Form haben. Mathematisch ausgedriickt lautet die Forderung: Die Gleichungen
der relativistischen Quantentheorie miissen in einer Lorentz-kovarianten Form abgefafit
sein.

Versuchen wir die Forderungen bei einem einfachen Beispiel, dem freien Teilchen V = 0

zu erfiillen. Die klassischen Groflen lauten:

H=T,
om0
2 2m

Die quantenmechanische Beschreibung erhalten wir durch Einfithrung von Operatoren fiir
die Observablen.

Impulsoperator:
ho
P — Y (63)
Energieoperator:
0
H h—. 64
Aus der Quantenmechanik folgt die Schrodinger-Gleichung.
Hy = ihéw (65)
ot

Mit den Gleichungen (63) und (64), wo 1 (z,t) die Wellenfunktion ist, erhdlt man

h? L0

Man sieht, dal zweimal nach dem Ort und nur einmal nach der Zeit differenziert wird.
Wir erwarten jedoch, eine Gleichung in der Orts- und Zeitableitung gleichberechtigt sind.
Diese Gleichung ist bei Durchfithrung einer Lorentz-Transformation nicht kovariant, die
linke Seite zeigt anderes Transformationsverhalten als die rechte. Versuchen wir einen an-
deren Weg.

Erinnern wir uns an die physikalische Bedeutung von H, so erkennen wir die Gesamtener-
gie:

H=T=F.
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Aus der Relativitédtstheorie wissen wir, dafl der Ausdruck

die Energie-Impuls-Beziehung, eine Lorentz-kovariante ist. Aus H = E = H? = E?

([H, E] = 0) erhalten wir mit den Operatoren die wir oben einfiihrten

he\’
H? = #p* + mPc = & (—.V) +m?ct
i

Wir bilden formal ein Analogon zur Schrodinger-Gleichung

9\ 2
H*) = (ih—
" ( at) "
und erhalten durch Einsetzen

2 2
<C4m2 + 2 (%ﬁ) ) Y= <¢h%) 0.

Durch Umformung

o2

4,2 232 2

— A+ — |Yv=0

(c m°—c + 3 t2) (0 ,

mit C%g—; — A = O erhalten wir endgiiltig in natiirlichen Einheiten ( ¢ =h =1)

(O+m?) ¢ =0.

Das ist jedoch die bereits bekannte Klein-Gordon-Gleichung in natiirlichen Einheiten. Die

so gefundene Losung ist problematisch:

a) Es ergeben sich Probleme mit der von der Schrédinger-Gleichung her bekannten

Wahrscheinlichkeitsinterpretation.

b) Wir wissen, daf§ die Klein-Gordon-Gleichung Losung mit positiver und negativer
Energie besitzt; es gibt dadurch Schwierigkeiten bei der Interpretation dieser nega-

tiven Losungen.
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2.7.2 Die Dirac-Gleichung

Um trotz der im vorigen Abschnitt aufgezeigten Probleme zu einer relativistischen Glei-
chung in Lorentz-kovarianter Form zu gelangen, wihlte P. Dirac einen Ansatz, bei dem
die Gleichung eine lineare Zeit- und Ortsableitung besitzt. Wir nennen diese Gleichung

die ,,Dirac-Gleichung*:

v
HV = <h—,cajaj + c25m) Uy = ind¥a. (66)
7 B ot

Formal bedeutet dies: ++/ H?!

Damit diese Gleichung die oben genannten Forderungen erfiillt, sind folgende Uberlegungen

zu beachten:

e Die Koeffizienten «; kénnen hier nicht einfache Zahlen sein, da die Gleichung sonst

nicht einmal gegen rdumliche Drehung invariant wire.

e Ebenso kann ¥ kein reiner Skalar sein, da wir ja Teilchen mit Spin % beschreiben
wollen mit zwei moglichen Freiheitsgraden Spin Auf und Spin Ab. Zusammen mit
den zwei moglichen Zustédnden von positiver und negativer Energie erwarten wir,

da3 ¥ mindestens eine vierkomponentige Gréfle sein wird.

(G

Un

ist also eine Spaltenmatrix mit mindestens vier Komponenten, wir nennen ¥, in Analogie
zur Spin-Wellenfunktion der Quantenmechanik auch ,,Spinor*.

Damit die Dirac-Gleichung als befriedigend angesehen werden kann, muf sie die richtige

Energie-Impuls-Beziehung fiir ein freies relativistisches Teilchen liefern:
E? = 2% + m2c

Damit diese Beziehung folgt, muf} jede Komponente v, von ¥ die Klein-Gordon-Gleichung

erfiillen, also:

82 —
—h2@\11a = H2\I}a = (—h262v2 + m2c4>\11a,

Wenn wir die Dirac-Gleichung iterieren, finden wir (bei Vernachldssigung der Spinorindi-

zes):

0? 5oy + ;. 92T me® <& oV
2%y e j iy 0T i el 2,24
o Y T gmaw T B+ Ba s + ime

ij=1 i=1
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Durch Koeffizientenvergleich erkennen wir, dafl die vier Grofien «; und [ folgende Bedin-

gungen erfiillen miissen:

(677103 + ROy = 25ik> (67)
;3 + Boy = 0, (68)

Aus Gleichung (67) folgt fiir i = k

Die Groflen a; und [ sind Matrizen. Wir wollen sie explizit konstruieren. Zunéchst kann

man sagen, daf} es hermite’sche Matrizen sein miissen, damit H = H™ ist.

Oéi:Oé;r,
g =p".
Da
a? =32=1

gilt, sind die Eigenwerte von «; und 3 gleich 1 (det (o,;?) = det(o;)det(a;) = 1 14).
Aus der Antikommutatoreigenschaft von «o; und S folgt, daf§ die Spur von jedem «; und
[ gleich Null ist. Der Beweis:
Aus
a;f+ Ba; =0

folgt mit 3% = 1 und
Oélﬁ—i-ﬁOéZ:O ‘ﬁa

;5 + o3 = 0,
daf3
o = —Paif.

Wegen der zyklischen Vertauschbarkeit unter der Spur
SpAB = SpBA

gilt dann:

14

diag(ag) = (A1, A2y o5 Ap) n=34,...
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Sp(ai) = —=Sp(Bay3) = —Sp(\ﬁi/ai) = —Sp(a),

= Splay) = Sp() = 0.

Da die Spur die Summe der Eigenwerte ist, mufl es gleich viele positive wie negative
Eigenwerte geben und die Matrizen daher eine geradzahlige Dimension haben. Die kleinste

Dimension N = 2 mit den Pauli Matrizen o; geniigt nicht:
0 1 0 —1 1 0
g1 = 5 09 — 9 03 = 9
Lo T\ oo T o 1

[O’i,O'j] = 2Z'Eijk0'k, {O'Z',O'j} = 251j

mit

Die kleinste Dimension, die die obigen Forderungen fiir a; und [ erfiillt, ist N = 4. Eine

spezielle explizite Darstellung der Matrizen lautet:

0 o
Q= 7 ) 6 - ﬂz ’ .
g; 0 0 —Ilg

Man kann jetzt zeigen, dafl die Dirac-Gleichung (wie die Schrodinger-Gleichung) eine

Wahrscheinlichkeitsinterpretation fiir die Wellenfunktion ¥ zulift, dafl also gilt:*®

/\IJ*\IJd3x =1.

Fiir weitere Betrachtungen fithren wir am besten eine neue, vierdimensionale Beschreibung
ein, die Lorentz-Kovarianz transparenter macht.

Wir definieren Dirac-Matrizen v*:

70 =, AT = 50 (hermite’sche Matrix),
7' = Bay ’Yﬂ =

i

—v" (antihermite’sche Matrix).

Damit ergibt sich fiir oo + oo = 045, ;3 + By, =0
5| ai’yo + ,}/Z - 07
Bar’ + %9 =+ +7°% =0,
{v',7°} =0 (69)

17" 7 Y = 29" 0up- (70)

Die Dirac-Gleichung lautet dann in natiirlichen Einheiten:

5siehe Bjorken-Drell [1], Kapitel 1.3
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<z—+za8 ﬁm) Uy = 0,

(zﬁ +zﬂa8 m) Us = 0,
<Z- (7 +¢a) ) P
= ("9, —m),, U5 = 0. (71)

Wir fithren noch den Feynman-Dolch ein, er vereinfacht die Schreibweise:
Yo, =9 =X ,O-slash®.

Die Dirac-Gleichung in Viererschreibweise lautet also:

(i X7 = m)ap¥s(x) = 0. (72)

Die Dirac-Gleichung ist Lorentz-kovariant. Es gilt also:!°

. 0 W
(ny“axm — m)aﬁ\llﬁ(l‘ ) =0.

Die Gleichung hat also im gestrichenen System die gleiche Form, W’(z’) ist Losung dieser
Gleichung und kein Lorentz-Bezugssystem ist ausgezeichnet. Wir kénnen eine hermite’sch

adjungierte Dirac-Gleichung aufstellen:

Damit ergibt sich:

V(=% =1'm) =0 (=),
\Tf<i707+'yo+m> =0 da (39°=1 wmd ¥ "=,
= UiV +m) = 0. (73)

5Den Beweis findet man bei: Bjorken-Drell [1], Kapitel 2.2
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Wir berechnen nun eine Lagrange-Dichte £ fiir die freie Dirac-Gleichung aus dem Ha-
milton’schen Prinzip ( 6W[¥] = 0, wir betrachten W als linear unabhingig, d.h.: wir

betrachten eine Variation fiir W bei konstantem W):

to
0 = / d*xoW(i 7 —m)V,

t1
to
= (5/ d*zWU(i W —m)¥,
t1

WDimc[\Il] = d4l“If(Z X — m)\Il,

—

= L = V@i ¥ -—m)V. (74)
Das erhaltene £ ist nicht hermitesch. Wir kénnen durch die symmetrische Form
1 *

eine hermite’sche Lagrange-Dichte erhalten:

Ly = % [i0 XU —mUV — (T W) —m(T0)'],
Lo =5 [0 00 — (B0, 0)1] — 5 [0 + W],

1

£22

(U YU — 0"y, U) — mUW.
Es gilt:
W] = /£1d4x # /£2d4x.

Die beiden Dichten unterscheiden sich um eine totale Divergenz, sie liefern jedoch die
gleiche Bewegungsgleichung.

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten:

oL oL oL oL
v a“aau\i =0 v 8"0@\11 =0
8£1 8»Cl
——L—_0 d — 0
0T “ g7
0L,
= 6_@ (Z — m)\I/ = 0,



0Ly _, 0L _i
0% 90,0 2

V9, U — mW + %au’y“\ﬂ — (i ¥ —m)¥ = 0.
Wir konnen noch schreiben:

Lo=L1— au(%@wp)
——
totale Divergenz
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2.8 Das Noether-Theorem
2.8.1 Die innere und duflere Verinderung von Feldgréfien

Wir wollen diese beiden Verédnderungen mit Hilfe eines Beispiels diskutieren. Wir denken

uns ein 2-dimensionales Vektorfeld ¢(x) im R2:

90@) - @Z(ml) = ()OZ-({L‘l,IQ), 1= Il72

Betrachten wir die Drehung, so 148t sich die Transformation der Koordinaten im Rahmen

von orthogonalen Drehungen (ST = S~!) wie folgt darstellen

= S7,

cos  sino
Sij = .
—sino cos«

eine 2 X 2-Drehmatrix ist. Insgesamt erhalten wir:

! cosa  sina x!
x'? —sina cosa x?

Bei Betrachtung der Feldgréflen erhalten wir:

wobel

pi(a’) = Sy (T)  oder  @(ah) = SP(T).

Da aber gilt:
Daraus folgt:
Mit

bekommen wir schliefSlich:
(&) = SF(SF).

Da ¢’ die Feldgrofle im gedrehten, neuen Koordinationssystem darstellt, bedeutet also
¢'(x), daBl man das gedrehte Feld am urspriinglichen Raumpunkt betrachtet. Dem Argu-
ment = von ¢'(z) entspricht deshalb im neuen System ein anderer geometrischer Punkt .
Die Feldgroe im gestrichenen System, die durch den selben geometrischen Punkt 2’ cha-
rakterisiert wird, kennzeichnet man daher durch ¢'(z’). Daher erscheint es naheliegend,
wenn wir die folgenden Verdnderungen (Variationen) einfiihren.

Wir definieren:
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1. Die totale Variation!”:
2. Die lokale Variation:

Beispiel: nur Drehung

2.8.2 Die Aufstellung und der Nachweis des Noether-Theorems

Das Noether-Theorem besagt:!®

,Liegt eine kontinuierliche Symmetrietransformation vor, die das Wirkungsintegral inva-
riant 148t, so existieren Erhaltungsgrofien.

Damit meint man zum Beispiel:

Aus der Translationsinvarianz folgt die Energie- und Impulserhaltung und umgekehrt.
Sei also ¢, ein Satz von klassischen Feldfunktionen, die fiir ¥ — oo hinlédnglich rasch gegen
Null gehen. Der Index a gibt die Zahl der Freiheitsgrade (Komponenten) der Felder an.
Als Wirkungsintegral W kennen wir den Ausdruck

Wiga] = / L(pa(), Bypala))d's.

Die Lagrange-Dichte £ soll aus Griinden der Translationsinvarianz und der Lorentz-
Invarianz nicht explizit von z# abhéngen und ein Lorentz-Skalar sein.

Die Integration ist folgendermaflen zu verstehen:

Wipa] :/£d4w:/ Ld'z.
R o1

Y

81

01

Abbildung 5: o1 und o9 sind raumartige Flichen (z? < 0).

"Diese Feldvariationen sind nicht mit den Variationen im Rahmen des Prinzips der kleinsten Wirkung,
wo 0V (ty,Z) = WU (ta, &) = 0 ist, zu verwechseln.
8Das Theorem gilt allgemein, also auch fiir wechselwirkende Feldtheorien.
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Das Integrationsgebiet reicht in den rdumlichen Koordinaten & von —oo bis co und ist
zeitliche von den Flédchen oy, 09 begrenzt.
Um nun die Aussagen des Noether-Theorems herleiten zu kénnen, betrachten wir eine

stetige, infinitesimale Koordinatentransformation:
x — 2 =x+ ow.

Damit kann ganz allgemein infinitesimale (auch nichtlineare) Transformationen definie-
ren. Dabei geht der Bereich R in den Bereich R’ iiber. Diese infinitesimale Raum-
Zeit-Transformation der Koordinaten induziert dann die folgende infinitesimale totale

Feldtransformation:

Pa — () = () + 0pa(z).

Andererseits bewirkt eine solche , kanonische® Feldtransformation auch eine Verdnderung

des Wirkungsintegrales W:

W(ga(x)) — W(pd(z)) = W(ga(x)) + OW.

Die totale Variation (auch Frechet-Variation) lautet:

Wigal = [ L(o4(x), Bl (2))d4 — / L(oa(x), Dypalz))d'a.

Rl

Zur weiteren Berechnung fiithren wir folgende Schritte aus:

1. Wir betrachten das Wirkungsintegral im neuen Bereich:
| 2@ o @Nate = [ LG+ ola)). 0o + o) + ba(a).
' R
2. Mit einer Taylor-Entwicklung bis zur Ordnung dz(x) erhalten wir:
L, (+02(2)), oy (w402 (2))) = L(¢4(2), Do (2)) +0,L(¢4(2), Doy ()2 +0(6%).

3. Die Berechnung der Funktionaldeterminante ergibt:

d4$, — 8(1: + 5‘]7('1:)) d4.f13,
ox
1+ 0yox’ 0 0 0

oz’
ST 0 14 010zt 0 0
iz _ o = 140,62 +0 ((62")?)

0 0 1+ Oy022 0

0 0 0 1+ 05623
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Mit diesen beiden Uberlegungen erhalten wir nun in 1.:

[ #0000 + B,L60). D )52 1+ Oy 50"

Wir vereinfachen diesen Ausdruck durch Multiplikation und vernachléssigen wieder die

hheren Ordnungen (62):

[ (£, 01, 0064,0) + 0 L0 (). D, ()05 + Ll (0), D ()" | =
[ e [£ @) 060D + 0 (£ ). 0 )5

Setzen wir alles ein, so ergibt sich fiir die ,,totale Variation“ der Wirkung:

Wleal = [ d'a[L(6,(0).0,64(0) + 0, (£pa(o). Dpal)ie”)

Man beachte, daf im zweiten Teil des Integranden ¢/ () durch ¢, (z) ersetzt wurde. Dies
ist versténdlich, da wir nur Glieder bis zur Ordnung dz betrachten wollen. Eine Taylor-

Entwicklung des ersten Integranden bis zur Ordnung d¢, () liefert dann:

Wiea = [ d'2[£(pa(o). Opa(o)

oL (@a(m)aau@a(x)) < oL ((,Da(l’),&,gpa(l'))
R P o S ey e

Ou (£ (2a(@), Dyipa(@)) 82) = £ (¢a(@), Ouspa(®)) |

au&pa (z) +

Man sieht, daf} sich der erste und der letzte Term kompensieren. Nach partieller Integra-

tion des dritten Termes erhalten wir mit [5 , 8& =0

—_ / d%[ <8£ (pole). Ouula)) _ ) OF <soa<m>,augoa<x>>> Sonie) +

dpa(r) 90, pa(r)
OL (pa(x), 0ypa(r)) < ) ]
+8< 0o () + L (pa(x), 0,pa(x))dxt | |.
H aausoa(m) ¥ ( ) (90 ( ) ¥ ( ))
Wir erkennen im ersten Term die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung, von der wir wissen
oL oL
g0~ Y0000 "
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Nun besagt das Noether-Theorem, dafl
oW =0
gilt, um Invarianz (= Symmetrie) des Wirkungsfunktional zu erreichen.

/Rd‘lxau (8£ (Soa(%tj:ﬂa(x))wa + L (pa(2), 0ypa(x)) 53:“) = 0.

Durch Anwendung des Gauf’schen Satzes im M, (siche auch spétere Fufinote (20)) be-

kommt man

/:2 do, (8£ <(’0aégl’j:@a(x))&0a + L (pa(),0,04(x)) 590“) = 0.

1

Wir definieren jetzt

F(o) = / do,, (M (%ggl’j:%@)a%+£<%(x),ay%(x))5xu> = / do, J"

/ " o, J" = Floy) — Floy),

o1

da wir fiir # natiirliche Randbedingungen verlangen

lim ¢(t,2) = lim d,¢(t,Z) = 0.

T—00
Wir versuchen nun in diesen Formeln die totale Verdnderung durch die lokale Verédnderung

auszudriicken. Es gilt ja
on(2') = @l (x + 6x) = @, () + O, (2)62" + O (6%) = ¢, (x) + Oppa(x)da’.
Mit
0pa(z) = @l () — pa(x)
erhalt man
0pa(x) = @l (') — pa(r) — upala)dat,
das heifit:
59001<x> = 590a($) - (9Hg0a(.1')(5.1‘“.

Wir kénnen nun im Integral schreiben

F(g) - /odau {Z oL (90&(1’)7 61/9004(37)) <59004(93) - au’¢a($)5x“/>

00,04

1L (a(@), 000 (2)) W] .
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OL (pa(x), 0,00 (x
POo) = [ 3 P ) -

00upa(x)

Jede kontinuierliche Raumzeittransformation 148t sich parametrisieren. Seien die dw? die

(Z oL (9004(37)7 allgpa(x))au/spa(x) - L (9004(3:)’ 01/9001(:5)) 5,/“) 5-1'“,:| .

linear unabhéngigen, infinitesimalen Parameter, die eine Parametrisierung einer beliebigen

infinitesimalen Transformation der Koordinaten charakterisieren, so folgt aus **

oxt = Zx“jéwj,
J
daB sich auch die lokale Feldvariation in d&hnlicher Weise parametrisieren lassen muf:
0po = ZYQj(Swj.
j
Wir erhalten dann mit der Abkiirzung

™ = (Z oL (goaggl,gf:@a(@)apwa — L (pa(@), palz)) 5up> a

L (¢a(), 0y palz))
-y . Y.,

o

die Gleichung
F(o) = /dau ZT“jéwj.
7 J
Da gilt
W =0

konnen wir sagen

/dO‘MZTujawj:/ dO'MZTuj(;wj
o1 j o2 j

/ do, T = / do, T";.
o1 g2

Wir sehen, dal dieser Ausdruck Erhaltungscharakter besitzt. Das Integral zwischen den
Flichen dz® = const(oy = t; = 29,09 =ty = 29)*° laut Abbildung (6)
ergibt eine Grofle

und es folgt

YWo at; = at;(z), Yaoj = Yaj(x) sein kann.
20ist fiir die Fliche

dxtda?da? a3
dz?dz3dax”

do* = Loarar = |dz® = 0| = do* = 0
dz3daldazt 0
dzOdxt dz? 0

45



xog = const.

\
8y

x’1 = const

Abbildung 6: Flichen %5, 2°;.

/0 dg:UTOj(:B(f,IBi) - /0 d3:UTDj(5U8’fEi) = Q.

1 2
Q; ist eine Erhaltungsgréfe, die wir Ladung nennen, und es gilt

d

Fiir allgemeine Erhaltungsgréfien definieren wir eine funktionale Ableitung

6Fj(c) .. F(oy)— F(o1)

= 1
do(x) A(;lxr)rio A(x) ’

wo Az das vierdimensionales infinitesimale Volumen ist, das von den Flachen o; und o5
umschlossen wird.

Mit dem Gaufl’schen Satz erhalten wir

Y

Abbildung 7: Flachen oy, o3.

Damit konnen wir das Noether-Theorem kovariant formulieren:

9,T"; = 0. (75)
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2.8.3 Erhaltungsséitze fiir Energie und Impuls

Wir wollen nun noch einige Konsequenzen, die sich aus dem Noether-Theorem ergeben,
betrachten. An Hand einer freien, skalaren ¢*-Theorie kénnen wir die Translationsinva-
rianz untersuchen Wir haben also nun ¢,(x) — @(z). Wir konnen eine infinitesimale

Translation folgendermafien schreiben (mit konstantem Verschiebungsvektor ¢/)
ot — ot = 4 Sat = ot e

das heifit

no_ sn
xp—5p,
dat = E i ow’ = E z" e
J P

Dabei ist € ein konstanter Verschiebungsvektor. Wegen ¢'(z') = ¢(z) verschwindet auch

die lokale Variation
6(,0 = 0, Yaj =0

und wir erhalten als Resultat den Energie-Impulstensor

T = Ty = SN D8 (o). B0l g (10

Mit Hilfe der Bewegungsgleichungen zeigt man nun leicht, daf§ gilt
o', = 0. (77)

Wir wollen nun untersuchen, welche physikalische Bedeutung der symmetrische Tensor

T,,, besitzt. Wir betrachten zu diesem Zweck

Q“ = /dS.TT#0<SU).
Aus dem Noether-Theorem wissen wir, dafl gilt
Qu(t) = 0. (78)

Zu einer Interpretation des Vierervektors gelangt man, indem man die einzelnen Kompo-

nenten untersucht.

Qo = /d3:cToo($) = /dgzc (mp— L) = /dng(x)

- /d?’x(ng(x)—l g

Fa)+ 5 (Vo)) + ()
- / B~ (ﬁ(@ n % <6¢(x)>2 + ﬁgﬁ(x)) =E>0 (positiv definit)

DO |

2
2
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Da 'H das feldtheoretische Analogon zur Hamilton-Funktion H der Punktmechanik dar-
stellt, konnen wir H(z) als Hamilton-Dichte bezeichnen und daher Qg mit der Gesamt-

energie des Systems identifizieren. Ahnlich verfihrt man mit den Raumkomponenten

—

Qt) = + / PanV(z) = P,

—

a(t) = 0.

P ist der Impuls des Systems. Wir sehen also, dafl es moglich ist, die Energie und den

Impuls in einem Vierervektor zusammenzufassen, wir erhalten
Q" = (E.P)
und '
Qr(t) =0.

Das entspricht den Erhaltungssétzen fiir Energie und Impuls!

Wir erkennen damit also die physikalische Bedeutung von 7, wir nennen den Tensor

iz
auch den relativistischen Energie-Impuls-Tensor.
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3 Die Quantisierung der freien Feldtheorie

3.1 Die kanonische Quantisierung in der Punktmechanik

Bevor wir uns mit der Quantisierung von Feldern néher beschéftigen, werden wir als
Einfiihrung und zur Wiederholung nochmals den Quantisierungsprozefl der nichtrelativi-
stischen Quantenphysik bei einem punktmechanischen System betrachten.

Die physikalischen Groéflen, die wir zur Beschreibung des Systems verwenden und die wir
auch messen kénnen, werden bei der kanonischen Quantisierung zu linearen, hermite’schen
Operatoren, die im Hilbert-Raum auf eine Zustandsfunktion wirken.

Es entspricht zum Beispiel

der Ort g, dem Ortsoperator g;,
h 0
der Impuls p; dem Impulsoperator p; — — 50
L 0g;
die Hamiltonfunktion dem Hamiltonoperator
2 2
D; h
H="—"+V H=——A+V. 79
2m * 2m * (79)

Zwischen den Operatoren gibt es Beziehungen, die wir Kommutatorrelationen nennen.

Wir kénnen zum Beispiel fiir den Orts- und Impulsoperator berechnen:

h 0 h h 0
Piq; = ;@(%‘) = Z% + Qj?a_q-

7

Dies ergibt den Gleichzeitkommutator:

h
[pi, qj] = piq; — qjpi = 25@-.

Es ist wichtig zu erwdhnen, dafl diese Kommutatoren zu allen Zeiten gelten; man spricht

daher auch von Gleichzeitkommutatoren. Es gilt also

i(0), 5(0)] = 7 v (%0)

und die Kommutatoren
[pi(t), p; (V)] = [@i(t), ¢; ()] = O
vertauschen miteinander. Wenn zwei Operatoren vertauschen, so ist gleichzeitige Me3bar-
keit gegeben.
Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen System gehorcht der Schrodinger-

Gleichung

Loy
B
ot

Im folgenden werden wir einen analogen Formalismus fiir Felder suchen.

= Hi. (81)
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3.2 Die Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes
3.2.1 Kanonische Quantisierung
Sei ¢(z) ein reelles Skalarfeld, welches der freien Klein-Gordon-Gleichung geniigt
(O +m?)¢(z) = 0.
Die entsprechende Lagrange Dichte, die auf die freien Feldgleichungen fiihrt lautet
L= % (0,00"¢ — m?¢?) .

Als kanonischen Impuls bezeichnet man den Ausdruck

T = a£(¢7 8M¢)
99

Bei der kanonischen Quantisierungsprozedur werden Gréflen 7 und ¢ zu hermite’schen

_ 4

Operatoren, die in natiirlichen Einheiten die folgenden gleichzeitigen Vertauschungsrela-

tionen erfiillen sollen

[6(Z, 1), p(2", )] = [ (&, 1), (2, 1)] = O, (82)
[7(Z,t), (7, )] = —i6®) (& — &). (83)

Da wir ein reelles Feld quantisieren, gilt analog zu ¢(x) = ¢*(x) in der klassischen Theorie,
daB

¢(a) = ¢'(2) (84)
der Operator gleich dem hermite’schen konjugierten Operator ist.
Um eine genauere Auskunft iiber die Struktur von ¢(z) zu bekommen, beachten wir
daf jede beliebige Losung der freien Klein-Gordon-Gleichung in ein Fourier-Integral iiber
einfache ebene Wellen entwickelt werden kann.
In volliger Analogie zur freien klassischen Feldtheorie (siche Kapitel 2.4.3) kénnen wir
daher auch hier schreiben

1

(2r)?

o) = / et g (k). (5)

Wir wissen auch, dafl sich ¢(x) in einen positiven und einen negativen Frequenzanteil

aufspalten 148t.

+ — _ 1 dsk +ikx T —ikx ]
o) = 9@) +07(@) = g [ S (70 )+ 00

Mit den Abkiirzungen




e—ikzx €+ikx

= e
wp = K0 =\ k2 + m?

o) = [ @ (a* @) i(o) + ol fula). (59)

wobel

erhalt man dann

In der Quantenfeldtheorie sind nun die Fourier-Amplituden a™(k) und a(k) Operatoren,
wobei a™ hermite’sch konjugiert zu a ist (¢ = ¢).

Wir kennen den Gleichzeitkommutator der Feldoperatoren im Ortsraum und wollen die
Konsequenz fiir den Impulsraum berechnen.

5& bedeutet

a(t)gob(t) = a(t) <%b(t>) — (%a(t)) b(t) = a(t)b(t) — a(t)b(t).
Mit
ikx = i(wyt — kT),
folgt

- ikx;( —ik'x ikx( —ik’x . .
By (1) " e i (—iwy e G i(—iwg)e ST,
[ i@ o = [ dot G et (=7

Da die Orthogonalitdtsrelationen

/ B fi (7, 1)ido frr = 6O (k — ), (89)

[ #asi@ivase =0 (90)

gelten, konnen wir fiir die Amplituden die Umkehrung der Entwicklung berechnen.

/ Bafr(@)ided(T,t) = / P / PH R (@)ido (a* () i (2) +a(®) fo(2))

= / / B B 2 (2)idoa(k') fru ()
= / PE ) (k — KNa(K) = a(k)
Resultat mit ¢ = ¢:
of) =i [ dafila)doota). (91)
Hermitisch konjugiert:

at (k) = —i / B fi(2) Do (). (92)
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Aufgrund dieser Darstellung wiirde man erwarten, da die Operatoren a*(k) und a(k)
zeitabhéngig sind. Wir zeigen jedoch etwas spéter, dafl dies nicht der Fall ist.
Mit Hilfe der kanonischen Vertauschungsrelationen fiir gb(m) und ¢(z) folgt nun

—

oot @®)] = [ [ o (@00, fula) o).
= [ [ @ [@)6@) - o), f)3) ~ fulaola')]
= [ [ @t {- @) [3).6)] - fi@lho@) 6.6}
— [ [ #sae {fi@fel) - o))} o). 06,

)
i63) (F—a)
= / Baf(2)idofiw(z) = 6O (k — k).
Damit
[a(E), a+(12')] = 5O — ) (93)
und analog
[a@),a(z‘é’)] - [f(/%),f(/%’)] —0. (94)

Nun iiberpriifen wir die Zeitunabhéngigkeit von a(l;), a* (k). Das heift wir betrachten den
Ausdruck

a(k,t) = i/dgﬂf (fi ()80 = (00" fii (%)) &()) +0o (fi(x)) Do (¢(x)) — o (fi(x)) Do ((=)).

Wegen
(O +m?) fi ()

(802 — V4 m2> fri(x)=0

und

(O +m*)o(x) = (9 = V2 +m?) ¢lz) = 0

folgt mittels Einsetzen
it =i [ & ()T = mola) fi(o) - @ fi (@) ola)

und partieller Integration

—

it =i [ & (+(Fi)0l) — mf @)o() - OF f())ol))

ok 1) = —i / d6(x)(0 + m?) fi () = 0.

Damit sehen wir
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also die Zeitunabhingigkeit von a(k).

Wir wollen uns nun die Bedeutung von a(E) und a*(lg) vergewissern und betrachten die

H = /d3a:H,

wobei fiir die Hamilton-Dichte H gilt

Gesamtenergie

: : 1 - -
H=¢r—L=¢*— L= §(¢2 + (V) (Vo) + m?¢?) (positiv definit). (95)
Setzt man Hier die Entwicklung fiir ¢ ein (siehe auch Anhang A.1), so erhilt man
1 L L
= / Blreop(a(R)at () + a* (Fa(F)) = / P,

Wir erkennen, dafl der Hamiltonoperator eine kontinuierliche Summe von Termen ist, von
denen jeder die Form eines Hamiltonoperators fiir einen 1-dimensionalen, harmonischen
Oszillator mit der Frequenz wy, besitzt.

Um die Energieeigenwerte und die entsprechenden Eigenfunktionen angeben zu koénnen,

-

untersuchen wir zunéichst die Vertauschungsrelation von H mit den Operatoren a(k) und

a™ (k). Dazu bendtigen wir folgende Rechenregeln:

[A’, B] = A’B-— BA?
= A’B - ABA+ ABA — BA?,
= A[A, B] + [A, BJA,

[AB,C] = ABC — CAB,
— ABC — ACB + ACB — CAB,
= A[B.C] +[A,C]B.

Unter der Zuhilfenahme der bereits bekannten Kommutatorrelationen [a(k), at (k)] =
5@ (k — k), [a(k),a(k)] = 0 kénnen wir durch Berechnung den folgenden Kommutator

ermitteln:

[H, a+(E/)] - %/d3kwg[a+(lg)a<g)+a(E)a+(E)7a+(E/)]7
— %/dskwﬁ<a(E)£a+<E)va+(E/)]—|—ICL(E),3+(]{7/)JCL+(E),

(
+a® (k) [a(k), a* ()] + [a* (K), ™ (K] a(k)

:5(3)(];’,];‘/) =0

[H, o (K)] = wpa™ (K. (96)
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In gleicher Weise erhilt man

[H, a(K)] = —wypa(k). (97)

- -

Um nun zu einer Interpretation fiir die Grofen o™ (k) und a(k) zu gelangen, nehmen wir
an, daf ein ,, Vakuumszustand“ |0) der freien Theorie existiere, der auf eins normiert sei.
Es soll fiir ihn gelten:

H|0) =010) = 0. (98)

Ausgehend von dieser Gleichung (98) studieren wir nun das folgende Eigenwertproblem:

Ha*(k)|0) = (cﬁ(/%‘)H + w,;(ﬁ(/Z)) 10) = wea™ () |0) .

Das bedeutet, daf der Zustand a*(k)|0) die Energie wy besitzt.

-

Man kann also sagen, dafi der Operator a™(k), wenn er auf den Vakuumszustand |0)

angewandt wird, einen Einteilchenzustand mit der Energie w; erzeugt:

at(k)]0) = |wz. E> =

;;> . (99)

Aus diesen Grund nennen wir a+(/;) einen Erzeugungsoperator. Durch wiederholte An-

wendung von a® (k) ist es moglich in gleicher Weise einen beliebigen n-Teilchenzustand

der freien Theorie zu erzeugen, also

K F, En> — at (k). ..a"(Fa)a* (k1) |0).

Aufgrund der Vertauschungsrelation von H mit a(lg) ist zu vermuten, dafl man durch
die Anwendung des Operators a(E) auf Teilchenzustéinde , Teilchen“ vernichten kann.

Wir nennen a(k) daher auch den Vernichtungsoperator. Dieser Prozess muff nach unten

beschrankt sein, wir fordern daher
a(k)[0) =0,
weil ja das Vakuum per Definition keine Teilchen enthélt.
Soweit die intuitive Interpretation der Leiteroperatoren a+(l§) und a(/g). Ungliicklicherweise
gibt es jedoch zwei offensichtliche Probleme:

a) Zunéchst bemerkt man leicht, daf als Folge der Vertauschungsrelation der Opera-

toren a*t, a
</€|E’> — 0] a®)at(F) [0) =Dk — K
6B (k—k")+at (K )a(k)

eine unbeschrankte Norm existiert.
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b) Mit Punkt a) ergibt sich nun fiir den Erwartungswert

O H10) = 5 [ g Ola” ByalF) + aB)a’ (7) 0

_ ! / &k (o Ol E))

5(0) / &k wp = %5(0) / PPl k2 + m2.

~—

\/ k24m?2

N = DN

ein zweifach divergenter Ausdruck.
| = k
A3k = k2dkdn

/di”m/l%? +m? =
4

o koo
~ 3 = — — .
/Okdk‘ 4‘0 00

— 4n / k2dkvE2 + m?2,
0

Da wir die Existenz eines Vakuums mit der Energie 0 angenommen haben, scheint das
eben erhaltene Resultat ein Widerspruch zu sein. Dies kommt daher, dafl man bei der
Quantisierung noch auf die Stellung der Operatoren Riicksicht nehmen mufl;, um konsi-
stente Resultate zu erhalten. Wir definieren daher eine so genannte ,,Normalordnung®,
die besagt, dafl ein Erzeugungsoperator stets links neben einem Vernichtungsoperator zu

stehen hat. Wir driicken dies symbolisch durch : H : aus. Es ergibt sich also jetzt:

:H:=Hy = %/dgkwgz (a(E)aJF(E) +a+(l;)a(lg)> :

_ % / Prog (a (BalF) + a* (Fa(F) )
= /dSkwEaJr(E)a(E).

Mit Hilfe dieser Normalordnung gelingt es also, die unendliche , Nullpunktsenergie® zu

eliminieren und wir erhalten wirklich
(0] Hy [0) = 0.

Wir kommen iiberein, dafl wir diese Normalordnung schon in der Lagrange-Dichte einfiihren.
Nachdem wir das Problem im Punkt b) beheben konnten, wollen wir auch die Schwierig-
keit von Punkt a) losen. Das gelingt uns durch die Einfithrung von Wellenpacketen. Sei
F (E) eine quadratisch integrierbare Funktion, so kann man folgende Einteilchenzusténde
definieren:

o0 = [ ERPERISE —m)a @) 0) = [ 5 FEa E)0).

2wy
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Diese Zusténde fithren auf eine beschrankte Norm, so dafl also gilt

Bkd3k - - - -
i) = [ 4y, FRF ) @l @) 1)

6B (k—k")
B / d*k
4&),;2

weil F(k) quadratisch integrierbar ist.

2
< 00,

-

F(R)
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3.2.2 Alternative Quantisierungsmethode

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir eine Alternative anbieten, die es gestattet, den
Prozess der Quantisierung eleganter zu formulieren. Wir diskutieren den Sachverhalt wie-
der an Hand der skalaren ¢*-Theorie und untersuchen das Verhalten des hermite’schen
Feldoperators ¢(x) (also ¢ (x) = ¢(z)) gegeniiber einer infinitesimalen Translation®! (im
Heisenberg-Bild)

r—x =z +e

Analog zur Zeitentwicklung im Schrodinger-Bild diskutieren wir nun die allgemeine Ver-

schiebung in einer freien Feldtheorie

[U(1)s = e [Yu(t = 0)).

Aus diesem Grund mufl ein unitédrer Operator U(e) existieren, der das entsprechende

Transformationsverhalten fiir den verschobenen Ort im Heisenberg-Bild beschreibt:

o) = oz + &) = U (o(@)U(¢) }$U+:U¢
Bla') = ¢* () = U* () (2) (U1 (9))"

Aus der Mathematik wissen wir, daf} sich jeder unitédre Operator durch

(100)

Ule) = €9 mit Q7 =Q

darstellen 148t, wobei gilt QT (e) = Q(e).

Fiir kleine € soll gelten: 22

Q) = Qe U= 1+iQe) = 1+Q,e"

I

Nun studieren wir das Transformationsverhalten von ¢(x + €) mit Hilfe von Gleichung
(100) bis zur Ordnung €,

d(x+e) = ¢(x)+ dup(x)e" + 0(€?)
= (1-iQ,e")p(z)(1 +iQ,e")
= o(x)—i [Q;“ d(x)]e" +0(e?)] .
Daraus folgt
9uo(x) = =i [Q,,, d(x)] .

2Lsiehe auch Kapitel 2.8.2 zum Noether-Theorem
22

Q(e) = Q(0) + 0,Q(0)e" + O(e?)
Q0)=0 9,Q(0) = @,
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Aus
¢'(a") = ¢'(x +¢) = ¢ () + 0,0 + O(%)
folgt fiir
06 = ¢ () — ¢(x) = ¢/(2) — "0 — P(2) = —€",u.
Dies steht in engen Zusammenhang mit den Uberlegungen beim Noether-Theorem (2.8.2).

In unserer quantisierten Feldtheorie ist daher die totale Variation des Feldoperators ¢(z)
durch
00(x) = ¢ (z) — ¢(x) = —0up(x)e" = +i [Q),, §(2)] ¢

gegeben. Man sagt auch, dafl die Grofie @, die entsprechende Translationen in der Quan-
tenfeldtheorie erzeugt. (), wird daher auch Erzeuger der Translation genannt. Da die
Resultate des Noether-Theorems auch in einer quantisierten Feldtheorie ihre Giiltigkeit
behalten, ist es naheliegend die entsprechenden Ergebnisse aus dem Kapitel 2.8.2 zu
iibernehmen.

Es erscheint zweckmiBig den folgenden Operator ), einzufiihren:
Q. = / P/ Ty, (7, 1) = / @*a’ (& 10,07, 1) — goul) =
- / & (n(Z0)0,(T 1) — gouL) Q=0 (101)

und damit den Kommutator [(Q),, ¢(x)] zu untersuchen.
Dies ist nun mit Hilfe der kanonischen Gleichzeitkommutatoren fiir 7 und ¢ von oben
moglich.

Unter Verwendung der Formel
[AB,C| = A[B,C]+ [A,C]B

wobei A, B, C beliebige nicht vertauschende Operatoren seien, zeigt man nun (zur Rech-
nung sieche Anhang A.2), daf gilt:

[Qu, 9()] = —i0,9(x).
Das legt die folgende Identifikation nahe:
—Q,=Q, = / d*2' Ty, (z).

Die eben angestellten Uberlegungen erlauben es nun, zu setzen 2

Q, = / PPkk,at (K)a(k).

23Man erinnere sich

H=E=Q,= /di”kwkaﬂﬁ)a(ﬁ)
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Der Feldoperator lief sich durch
oa) = [ &% (af)fula) + a* (B fi (o)
darstellen. Wir konnen daher iiber die Kommutatorbeziehung
1Qudl = i [ [ @b la @al®), o) file) + o B @)
— i [ [ @rdwn, (~6F - Fyalrfie) + 50 - Fyat (B ()
= / PP (—ik,a(k) fu(z) + ik,at (k) fi (x))
i1Qu 9] = 0,0 (102

Auskunft iiber die Vertauschungsrelation von a(k) und a* (k) erhalten.
Mit dem eben skizzierten Verfahren gelangt man in vielen Féllen schneller zu den gewiinschten

Vertauschungsrelationen.
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3.3 Singulidre Funktionen
3.3.1 Mef3barkeit und Kausalitit

Aufgrund der kanonischen Vertauschungsrelationen in einer freien Quantenfeldtheorie
wird die Mefibarkeit von Feldern (im Gegensatz zur klassischen Feldtheorie) eingeschrinkt.
Aus der Quantenmechanik wissen wir, dafl zwei Observable gleichzeitig messbar sind, wenn
ihr Kommutator verschwindet.
Aus diesem Grund wird in einer quantisierten Feldtheorie die exakte Messung zweier
Feldstérken an zwei verschiedenen Raum-Zeit-Punkten = und y (2 vollig separierte Raum-
zeitpunkte) nur dann moglich sein wenn der Kommutator [¢(x), ¢(y)] verschwindet.
Mit der Fourier-Darstellung der Losung fiir das freie Klein-Gordon-Feld und der Vertau-
schungsrelation
[a(/z), a+(/2')] — 5Ok — k)
konnen wir daher den Kommutator zweier skalarer Feldoperatoren an verschiedenen Punk-
ten x und y berechnen mittels Koordinatentransformation k— —k:
A3k

/ V(2 32wk V(@2 32wk/

o+ [at (), aln)] e

3
_ IR (k) _ i)
(27)20n

3 -
_ / (Leik@m (e — ge-an)

[o(x), o(y)] = [ ]Z) (E/)} o —ika+ik'y

27)3 2wy,
—Z dskj (Tt
B R(E—F) 0.0
— W/w_ke Dsinwy(x” —y")
= Az —y)l
(103)
Die letzte Zeile definiert eine singuldre Funktion (fiir a# = y*)
1 Bk o
A =u) =~ | G s’ =4") (104

Diese Funktion besitzt folgende Eigenschaften:

a) Da A(z — y) nur von der Differenz der Punkte = und y abhéngt, ist sie translati-

onsinvariant.

b) Die Funktion ist Lorentz-invariant.

Dies sieht man, wenn man das invariante Volumselement

/‘%}Z = /d‘*k;(s(k? —m?)O(k°)



einfiithrt. Betrachtet man jetzt eine Lorentz-Transformation
(z = y) = L (@ = y)a

so findet man mittels Relation &'* = L#)‘k“ folgenden Ausdruck:

AR, 2\ 0/ 1.0V [ o—ikH L (o ik Ly (25—
A —y) = —Z/ (271_)3(5(16 —m?)0(k°) (6 p(@=y)n _ ikt L ( y))\)
(LA) K+ = k™
= | dW=d% |=A@—y)
k/2 — /{22

fiir det(L")) = +1, L% > 0 (orthochrone Lorentz-Transformationen).

¢) Wenn man fiir die zeitartigen Vektoren k? > 0 die invariante Vorzeichenfunktion

+1, = +VEk2+m2>0
—1, K= —VE2+m? <0

einfithrt, so kann man die invariante Funktion A(z — y) geschlossener anschreiben:

(k") — 0(—k°) = e(k°) = {

Alr —y)=—1i / %5(1{:2 — m?)e(k®)e *Ey),

d) Da die Funktion A(x — y) iiber Kommutatoren von freien Feldoperatoren definiert

ist, erwarten wir, dafl gilt:

(O, +m*)A(z —y) = 0.

e) Die Funktion A(x — y) ist eine ungerade Funktion, da gilt:

Az —y) =-Ay — z).

f) Untersucht man das Verhalten der Funktion fiir x =y — A = A(0) so findet

man, dafl sich A(0) durch die Differenz von zwei Ausdriicken der Form
Pk / 3k

Wr VE2 +m?

darstellen 1a83t. Diese Integrale divergieren ,,quadratisch*. Aus diesem Grund nennen

wir A(z — y) singulédre Funktion.

g) Aus den obigen Darstellung fiir A(x — y) ist ersichtlich, da§ der Gleichzeitkommu-

tator zweier Feldamplituden verschwindet:
[6(,2%), o(5,2")] = 0.
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Aufgrund der Lorentz-Invarianz (beldfit die Norm) folgt dann:

Alz—y)=0 VY(z—y)*<0.

Mit anderen Worten bedeutet dies, dafl zwei Feldoperatoren mit raumartigen Abstdnden

vertauschen. Dies bedeutet also: Sind zwei Punkte nicht durch ein Lichtsignal oder
eine sonstige physikalische Storung miteinander verbunden, so kann man in diesen

Punkten die entsprechenden Feldgréfien exakt und unabhéngig voneinander messen.

Die Zeitableitung von der Funktion A(z — y) ist singulér, da

0
@A(ﬂf —¥)

20=y0

Diese Aussage ist mit den kanonischen Vertauschungsrelationen konsistent, da ja
gilt:
[7(#,2), (7, ")) = ~id(& - 7).
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3.3.2 Die Ausbreitungsfunktion - Propagatoren

Da wir die Losung des freien Skalarfeldes ¢(x) im Impulsraum mittels einer Fourier-

Transformation durch

o) = [ & [a)fulz) + " Bfi(a)]

- -

darstellen konnten, und die Operatoren a™ (k) und a(k) als Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren interpretierten, erscheint es sinnvoll, die Gréflen
(O] o(z)o(y) |0) ) : >y, (105)

Ol oW)o(@) [0}y s y° >a” (106)
zu untersuchen.
Intuitiv erwarten wir, daf§ der Ausdruck (105) die Erzeugung eines Teilchens am Ort y
mit der anschlieBenden Vernichtung des gleichen Teilchens am Ort z. Da wir eine freie
Feldtheorie studieren, vermuten wir, dafl sich das Teilchen zwischen den Raumzeitpunk-
ten x und y frei bewegen wird.

Eine analoge Aussage gilt fiir die umgekehrte Zeitordnung, also y° > 2°.

Um beide Fille gemeinsam studieren zu konnen ist es zweckdienlich, das folgende Zeit-

ordnungssymbol T fiir zwei Feldoperatoren einzufiihren:

T (6(2)8(y)) = 6(2)o(y)0(2° — 4°) + d(y)o(2)0(y° — 2°). (107)

Unsere Aufgabenstellung zielt also auf die Berechnung des Ausdruckes

0 T(o()9(y)) [0) ) = iAr(z = y)
hin, den wir zur Definition der Funktion Ap(z — y) verwenden. Zunéchst berechnen wir:
/ >k d*K
V@) 205 A/ 20 20
(alke ™+ a*(1)e*r) |0) O(2° - ).

P kd*K R —ikz+ik'y (0 _ 0
_ N (0 a(k)a* (k') |0) e O(z" —y")

= /(ﬂe—ik(w—y)gwo —°).

27)3 2wy,

(0] ¢(2)(y) [0} gy O(2" —¢°) = (0 (aa%)e—““ + a+(1§)ei’m)

Die weitere Berechnung ist dadurch geprigt, daff man mit Hilfe der Integraldarstellung
der Stufenfunktion
1 0 ei(:vofyo)‘r

0 (£(z" —y")) =+— dr ——— e>0

2 J_ o T F 1€
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versucht, fir die Grofle Ap(x — y) eine Fourier-Darstellung zu finden.

Ap(z—y) = (M¢ 6(y) 1)) 0(2° = °) + (0] ()6 () 10}, 63" — 2°))
3 —zk T— —ik(y—x
_ d°kdr ( Y) Z(xo_yo),r _ e (v )ei(zo_yo)T
(2m)42K0 \ 7 —ie T + i€ ’
Bldr —zko(ac —yO)+ik(F—7)+i(z0—y0)T eiko(xo—y0)+ig(g’—f)+i(xo—yO)T
N (2m)42k0 T — i€ B T + i€ '

/ d3]€d7' ZE(QE’—Q’) e_z(l’o—yo)(ko—r) ei(ﬂﬁo—yo)(ko-i-fr)
(2m)12k0 T — i€ T + i€

Durch Substitution kénnen wir ein Integral in kovarianter Viererschreibweise bekommen,

wir setzen daher

K — 7=k, K4 = —k°

und mit
=k —K°, 7=k —k°

dr = —dk”

erhalten wir dann

BEdE® o0 onL e 1 1
Anlr —v) — — —ik'® (@0 —y0)+ik(F—F) _
r(@ =) / (27r)42k:°6 BO— k0 —je  —k0O— kO i)’
3 0 R 0
_ _/ (d k)zll{j/ Oefik‘lo(xofyo)*’ik(f*g) 2]€ . . (108)

27T 2]{: k02 - klo o

=(—1)(— (F2+m?2)+k/0* ie’)

Wir konnen jetzt das e im Zahler Null setzen, da wir es nur fiir die Integration um die
Singularitit bendtigen.

Wir verwenden nun die Beziehung
K% = B2 +m?
und kénnen jetzt, wenn wir den Ubergang
klo N ko
durchfithren, unsere Funktion Ap(z — y) in kovarianter Form anschreiben:

A Ak iy 1
re=n = [ e e e e (109)

Ahnlich wie im vorigen Kapitel bei der Funktion A(x—y) wollen wir nun die Eigenschaften

der Funktion Ap(z — y) (eigentlich eine Distribution) diskutieren.
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a)

b)

Die Funktion ist Lorentz- und translationsinvariant. Der Nachweis erfolgt mit den

gleichen Argumenten wie im vorigen Kapitel 3.3.1.

Mit Hilfe der Fourier-Darstellung der Funktion Ap(z — y) berechnet man leicht die
Wirkung des Klein-Gordon-Operators auf Ap(z — y).
Wir erhalten also:

k. —k? +m?
O 2 A _ _ v —zk(m—y)—.
(O+m)Ar(z —y) /(2@46 k2 — m? + ie

Da wir die e-Vorschrift fiir diese Betrachtung nicht benotigen und daher weglassen,
bekommen wir jetzt als Resultat
d*k —k* +m?
O 2)A _ _ —ik(z—y) R
(B +mI)Ar(z—y) /(27T)46 k2 —m?2 + i€’
= 5z —v). (110)

Dies ist jedoch die Definitionsgleichung einer Green’schen-Funktion. Diese Funktio-
nen spielen, wie wir aus der Mathematik und aus den Methoden der Theoretischen
Physik [7] wissen, bei der Losung von inhomogenen Differentialgleichungen, vor al-

lem bei partiellen Differentialgleichungen, eine zentrale Rolle.

In unserem speziellen Fall einer freien ¢*-Theorie und im Hinblick auf den Einbau von

Wechselwirkungen steht man daher vor folgender Aufgabenstellung:

Die freie Theorie ist durch die Gleichung

(O+m?) ¢prei(z) =0

gekennzeichnet, wahrend das allgemeinere Problem, die wechselwirkende Feldtheorie, durch

inhomogene, partielle Differentialgleichungen der Bauart

(O +m?) é(z) = j(2)

beschrieben wird, wobei j(z) eine klassische oder auch eine operatorwertige Funktion sein

kann.

¢(x) ist nun ein wechselwirkender Feldoperator im Heisenberg-Bild. Die Losung dieser
Differentialgleichung 148t sich mit Hilfe der Green’schen Funktionen besonders elegant
formulieren. Insbesondere bei Vorgabe der sogenannten , Feynman’schen Randbedingun-

gen® 1aBt sich ¢(z) folgendermaBien darstellen:

d(x) = Pprei(x) — /d4x'AF(x' —x)j(2").
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Die Feynman’schen Randbedingungen sagen aus, daf§ ¢(z) in der Zukunft ¢ — 400 nur
positive Frequenzen enthalten soll (in der Vergangenheit nur negative Frequenzen).
Dies bedeutet fiir 2° — oo:

Ap(z —0) = —i lim (0[¢(2)¢(0)[0),

20 —+00

Q

—i Jim Xn: ¢ in’ wy > 0. (111)
Diese eben diskutierten Randbedingungen stehen in engem Zusammenhang mit der ,e-
Vorschrift“ in Ag(z —y). Urspriinglich kam die kleine, positive Grofie e dadurch ins Spiel,
daB sie den Integrationsweg in der Integraldarstellung fiir die Stufenfunktion 6 festlegte.
In der Fourier Darstellung von Ap(x — y) legt sie den Integrationsweg in der komplexen
k%-Ebene fest, wenn man das gesuchte Integral mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatz in
eine geschlossene Kurve in der k°-Ebene (komplex) einbettet (siehe Skizze 8). Dies wird

sichtbar, wenn man die Nullstellen der Fouriertransformierten von

d‘k 1
Anlr— ) — ik L
r(@ =) / (277)46 k? —m? + e

betrachtet:

2 = k2 +m? — 1€,
= . €
K0 = :I:\/(k2 +m?)(1 —ie) = twy, (1 — 15) :

= k% = fw, Fin, n > 0.

Diese e-Vorschrift besagt, da man den Pol bei k° = 4w, um einen kleinen, positiven
Imaginérteil nach unten verschieben muf}; oder anders ausgedriickt, dafl man bei einer
entsprechenden komplexen Integration den Pol mit positiver Energie oben zu umgehen
hat.

Ahnliches gilt fiir k0 = —wy.

Aus den Feynman’schen Randbedingungen resultiert folgender Integrationsweg in der

komplexen k°-Ebene:

Die oben angefiihrten Behauptungen lassen sich an Hand von

d4k -1.0 0 0 = = 1
AF r—vy)= / e_lk (2°—y)+ik(Z—7) -
=0 = | Gy T e

iiberpriifen.

Fiir 2° — oo und 2% — y° > 0 wird die k°-Integration iiber die untere Halbebene gefiihrt,

und das Integrationsgebiet schlieft nur den Pol mit positiver Energie ein. Da man den
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Im(k°)

Ko=—v [+in

, > Re(k%)
|~ B =

Abbildung 8: Integrationsweg in der komplexen k° Ebene.

Hilfsweg (den Beitrag vom Kreis) vernachlissigen will, muf also Im(k") < 0 gewéhlt wer-
den, daf} heifit der Weg muf} iiber die untere Halbebene geschlossen werden, um Dampfung

(Beitrag vom Hilfsweg) zu erreichen, wéhlt man sing < 0:

k(@) — g—iR(cos dtisin ‘z’)(”O’yO), mitk’ = Re’® = R(cos ¢ + isin ¢).

Im(k°)
A

' Re(kY)
Wy

Abbildung 9: Integrationsweg iiber untere Halbebene mit eingezeichnetem Hilfsweg.

Wir bekommen dann fiir 2° — oo und z° — 3° > 0 mit Hilfe des Cauchy-Integralsatz als

Ergebnis:

E02 — k2 — m2 4+ e

—ikO (20 —y0)+ik(Z—7)
?f i< =2mi Y Res(i),

l 0 \/ﬁ o— k0 (20 —y°)+ik ()
= 2imlim = — +m ,
K=Vt < ) (ko — V2 + m2> (ko +VE2 4 m2>

_ v o=V R24m? (20 —y0) ik (7).
V E? +m?
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c¢) Die Funktion Ap(z — y) ist fiir x — y, also (x — y)? = 0 ebenfalls eine singulire
Funktion, da gilt:

Ty 2m)4 k2 — m2 + 7€

4
lim Ap(z — ) — / dk — Ap(0) = (0] ¢*(x) |0)

Daraus erkennt man, dafl im Rahmen einer freien Theorie ¢*(z) (Produkt einer
operatorwertigen freien skalaren Feldgrofie) nicht definiert ist! Dies ist ein Haupt-
problem einer quantisierten Feldtheorie.

Dieses Integral divergiert ,,quadratisch“. Das sieht man, wenn man
K =ik
setzt. Dadurch erhélt man ein ,euklidisches” Integral, wo gilt:
K2ou = kT + k3 + k3 + kj = —k*.

Bei Einfithrung von vierdimensionalen Kugelkoordinaten wird die quadratische ,,Di-
vergenz* offenkundig.

Wegen unserer e-Vorschrift kénnen wir nun die sogenannte ,, Wick-Rotation® des
Integrationsweges durchfiihren.

Wir erhalten dabei mit

KO = iky = e k.
——
bedeutet Drehung

Im(k°) \

Abbildung 10: Wick-Rotation.
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Man sieht in Abbildung (10), daf§ beim Verdrehen des Integrationsweges in der

angefithrten Art keine Pole iiberstrichen werden.

d) Da die Funktion Ag(z — y) die Ausbreitung freier, skalarer Teilchen beschreibt, so
ist die Funktion bereits ein Teil der ,,Feynman-Regeln®.
Wir ordnen daher der Ausbreitung eines skalaren Teilchens im Ortsraum und auch
im Impulsraum einen ,,Graph*, der aus einer Linie besteht, zu.

Wir erhalten im Ortsraum:

iAp(z—y)= 10— 0y, (112)

Im Impulsraum gilt dann:
! = ze—— 0y (113)
k? —m? +ie '

Die Gleichungen (112) und (113) sind bereits wesentliche Elemente der Feynman’schen
Regeln einer allgemeinen Quantenfeldtheorie unter Beriicksichtigung von Wechselwirkun-

gen.
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3.3.3 Green’sche Funktionen

Wie = [ dL(6.0,0). (114)
oW |¢] oL oL

56(y)  0dly) " 00,0(y)

Rechenregeln des funktionalen Differenzieren

dp(x) B guolr) o) ., v
Soly) O 0ty T Oty T Gl )

Um keine freie Theorie zu betrachten, koppelt man das quantisierte freie Feld ¢(z) an

=0, (115)

eine duflere (unquantisierte) Quelle, um eine Wechselwirkung zu simulieren. Man erhélt
folgendes inhomogene Problem (das auch spéter in einer wechselwirkenden QFT sinnvoll
sein wird):

L= % (0,00"p — m*¢?) + jo.

Losung der Klein-Gordon Gleichung

(Op +m?)p(x) = j(x)
mit Ansatz
oe) = [ a2l a)ja),
wenn gilt
(O +m?)Gy(z,2') = 6W(z — o)

allgemeine Losung von

G(z,2") = Go(z,2") + G1(z, 7).

Da wir unser inhomogenes Problem in einem unbeschrinktem M, betrachten, verwendet

man das Fourier’sche Integral-Theorem, um die Green-Funktion G4 (z,z’) zu berechnen.

/ d4k ik(z—12") A
G1($,$)=/<27T>4e He=2G (k).

Daraus folgt
d*k . " =
(O +m*)Ga(w, ') = (B, +m?) / e G,

und somit erhalt man .
Gk =~

G(k) besitzt einfache Pole auf der recllen k°-Achse, nimlich bei k0 = fw, = £V k2 + m?2.

Daher beniitzen wir die oben verwendeten Feynman-Randbedingungen, die wir durch

70



die bekannte ie-Vorschrift einfithrten (Verschiedene Wege im Komplexen entsprechen ver-
schiedenen Randbedingungen).

Somit erhélt man fiir die Green’sche Funktion den folgenden Feynman-Propagator:

G (z,2') = Ap(z —2') = / o ety L
Feynman\+; F (27_‘_)4 2 _ m2 n ’L.E'
Aus Feynman’schen Randbedingungen folgt:
lim Ap(z—2') ~ ehon(a’=a"") (116)

20—o00
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3.4 Die Quantisierung des Elektromagnetischen Feldes

Klassisch war das freie, elektromagnetische Feld durch eine Lagrange-Dichte

1
L= FuF*" (117)

gekennzeichnet. Physikalische Signifikanz besitzt nur der Feldtensor

F,, = 0,4, —,A (118)

v4ip,

der ja invariant gegeniiber einer lokalen infinitesimalen Eichtransformation, die durch eine

skalare Funktion A charakterisiert ist, war:
Ae)  — Ar) = Au(e) + 0,A ().
Man hat dadurch die Freiheit, die Potentiale so zu eichen 2%, daf gilt:
oMA,(x) = 0.

Voraussetzung dafiir ist, dafl die , Eichfunktion“ A(x) ebenfalls eine Losung der freien

masselosen Klein-Gordon Gleichung (Wellengleichung)
OA(z) =0

ist.

Es ist daher naheliegend, die Quantisierungsprozedur unter simultaner Beriicksichtigung
der Lorentz-Konvention und der Eichfreiheit durchzufiithren. Dariiber hinaus werden wir
sehen, daf sich die Forderung nach einer positiven Energiedichte ebenfalls in konsistenter
Weise einbauen laf3t.

Aus den eben angefiihrten Griinden erwarten wir, dafl nicht alle Komponenten von A,
linear unabhéngig sind. Der Einfachheit halber nehmen wir zunéchst an, dafi die Kompo-
nenten von A, unabhéngige Grofien sind.

In volliger Analogie zur Quantisierung der freien Klein-Gordon-Feldes entwickeln wir nun
das Potential A, nach ebenen Wellen (es gilt ja: 0A,(z) = 0, wenn 0*A,, = 0 ist):

Au(z) = / (%dg—k (A;(/%’)e-ikuA;(E)eikx) (119)

)2 V20

?4Die Landau Eichung (oder Lorentzkonvention) kann durch ein Multiplayer-Feld implementiert werden

kOEwk

£—>£1‘m,—|—BaﬂAM=£+£Gf, %:a#Au:O

Der BO*A,, Term in der erweiterten Lagrange-Dichte, der auch so auf eine erweiterte Wirkung fiihrt,
bricht natiirlich die Eichinvarianz. Dies ist bei der Berechnung der entsprechenden Propagatoren von

grofler Bedeutung.
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Wir wollen nun die ,,Polarisationen“, das sind die Spinfreiheitsgrade des Eichfeldes (Spin
1-Teilchen), explizit aus den Fourierkomponenten Aff(l;) abtrennen und stellen Aff(lg) in
Basis €(?),, (Spin 1-Teilchen) dar.

<Af(E)::j§:e@nA£5af(E) (120)

Man erhiélt daher insgesamt:

() = / (%L SO (k) (a; (R)e™ + o (F)e™)

)% ka

121
kOEwk ( )
Wir haben nun fiinf Lorentz-Vektoren: &* und €'®),. k* beschreibt die Ausbreitung des
Photons und E(U)u die Spinfreiheitsgrade. In unserem pseudoeuklidischen M, konnen

13

aber nur vier ,Vektoren “ als linear unabhingig angesehen werden (bei gleichzeitiger

Berticksichtigung der Lorentz-Bedingung). Dies bedeutet, dal man eine kompatible Wahl
fiir k und €, treffen muB. Da fiir das Photon (physikalische) kein Ruhesystem existiert,
wahlt man

k= (k°,0,0,k"),  K*=0. (122)

Nun studieren wir, wie die Lorentz-Konvention im Verein mit der Eichfreiheit zwei der

vier Komponenten von A, eliminiert. Die Lorentz-Konvention impliziert zunéchst:
Z ke, (k)at (123)

Da a7 ebenfalls unabhéngige Grofien darstellen, folgt aus der Gleichung (123), daf
e (k) =0 = k"D, (k) =0, i=1,2.

Dies bedeutet, daB die a (k) uneingeschriinkt sind, wenn man k* = (k°, 0,0, k°), (ktk, =
0) wéhlt. Es ist daher zielfithrend, die folgenden Polarisationen einzufiihren:
¢, =(1,0,0,0) ¢®, = (1,00 =H" (skalare Polarisation),
)

e(i)# =(0,1,0,0) e(i)u = (0,€ (1 =1,2 transversale Polarisation),

¢®, =1(0,0,0,1) e®, = (0, ko) (k° = |k| longitudinale Polarisation).

€ -6 =0
&-k=0,
& =1 i=1,2
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Wahlt man weiters €} || €, €5 || €, k|| € so ergibt sich:

0000

S 0,60, 4 (3, = 0100
i 0010
0001

Es gilt dann:
OO0 _ (Z ROIRGI +€(3)#E(3)y> = g".
Das legt die folgende , kovariante“ Schreibweise nahe:
e e =g (124)
Wir haben daher folgende Vierervektoren:

k= (K, +k) mit k| &,

k‘uei“ =0,
ke = k0 = —k, e
Dies wird einsichtig, wenn man
3p K+ H 3p
=15 = r (e =1(0,0,0,1))

setzt. Die Summe {iiber die physikalischen Polarisationen 148t sich daher folgendermaflen

ausdriicken:

i i o PRV +HUER O EREY
Zee =9t L0 02

~~
e pe(0)v _3uedv

Die Terme mit £ und H* bezeichnet man als nicht-kovariante Terme.

Die Lorentz-Konvention lautet nun:
k“epuaf(lg) = kM (eouaac(lg) + eluali(lg) + eQMagt(lg) + e3ua3i(lg)> ,
k

T <(50Ma3[(l;) — o' ai (k) - 52ua§(/%’) - (53M@a§(l§)> ,

= 0.
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Da wir hatten k || &, also k* = (k°,0,0, k%), folgt:
ag (k) = a; (k).

Das bedeutet, dafl die skalare Komponente bei gegebener longitudinaler Komponente auch
bestimmt ist.

Nun berticksichtigen wir die Eichfreiheit, da wir fordern, daf§ die Funktion A(z) ebenfalls
OA(x) = 0 erfiillen soll, setzt man (siche Quantisierung des Klein-Gordon Feldes Kapitel
3.2):

A(k)e ke + A*(E)e%x) 1.

Ak
s = [ o (

Das ,eichtransformierte® Potential A} () ist daher:

A(r) = Aue)+ 0 @),

Wenn gilt

dann ist zum Beispiel (weil e~*** eine kontinuierliche Basis bilden)

3

AL (a';u;‘) - a,;(/%‘)) = —ik, A(R)L.

p=0
Diese Gleichung ist bei k || &, k* = (k°,0,0, k%) und mit obiger Wahl der epu(lg)

a'; (k) = aj (k) i=1,2,

erfiillt.
Daraus sieht man, dafl man o’ (k) und o N (k) eliminieren kann, wenn man A(k) entspre-

chen wihlt. Dabei verbleiben nur zwei ,, physikalische Komponenten, ndmlich gerade die

transversale Komponenten, was ja der Natur des Elektromagnetischen Feldes entspricht.
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Das nur die zwei transversalen Komponenten a’ p(E) iiberleben, ist eine Folge von 2 Be-

dingungen: 0" A, = 0 und k? = 0, physikalische ,,on-shell“-Photonen.

Nun wollen wir die eigentliche Quantisierungsprozedur durchfithren. Es wird sich heraus-
stellen, daB8 die Ubertragung der Lorentz-Bedingung und der Eichfreiheit in die quanti-
sierte Theorie nicht problemlos ist.

Die erste Schwierigkeit begegnet uns bei der Berechnung des kanonischen Impulses

oL

I, (7) = 900 Ar () = —Fo,

wo Ilp(z) identisch verschwindet. Daraus wird unmittelbar einsichtig, daf§ die kanonische
Quantisierungsprozedur auf diese Komponente von II,(x) nicht anwendbar ist. Daher

verwenden wir die in Kapitel 3.2.2 dargestellte Alternativmethode, um Aussagen iiber die

- —

Vertauschungsrelationen von a (k) und af (k) der Fourierzerlegung

A, () = / (%;l;—kmpi;e@)u(/%) (a;(/%’)e-“”‘ + a;(l?)e“’“”)

zu bekommen. Dazu benotigt man den ,,quantisierten® Energie-Impulstensor

oL
T/“, = Mﬁyfl)\ — gwjﬁ,

kJOEwk

um den ,, Erzeuger der Translation“ zu berechnen:
P, = / &PxTy, P, =0.

Das Transformationsverhalten gegeniiber einer infinitesimale Translation ist dann durch

den folgenden Kommutator gegeben:
[Py Ayl)] = —i0,A,(2)

Daraus kann man die Vertauschungsrelationen fiir die Operatoren af(l;:') herleiten. Mit
Hilfe von

WY pp, v
g =€,

erhélt man zunéchst (siche analoge Berechnung von H im Falle des Klein-Gordon-Feldes,
es liberleben nur die ,,gemischten Produkte*. Auch hier verwenden wir die Normalordnung,

um zu erreichen (0| Py |0) = 0):
1 e
Re= =y [ @i [af B @ + o Bay (0] -
= — / dkk,g”a’ (k)ay (k).
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Andererseits gilt:

, Bk ’ _ ke o\ ik
-0, A4,() = - | Tt o [ B - e

Setzt man die letzten Ausdriicke in den Kommutator
[Pu:Ap(x)] = _iauAp(x)

ein, so findet man:

[, (), @ (F)] = =gpnd™ ( = F). (125)

Wenn wir diese Kommutatorbeziehung mit ihrem Analogon der skalaren Theorie ver-
gleichen, so sehen wir, daf} sich die zeitlichen Komponenten durch ein negatives Vorzei-
chen auszeichnen. Wir haben daher Schwierigkeiten bei der Interpretation der aoi(lz) als

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Man erhélt:
a5 (), i (])] = —0@(F = B). (126)

Im Vergleich zur skalaren Theorie sind hier die Plédtze von Erzeugungs- und Vernichtungs-
operator vertauscht. Dies fiihrt uns auf das Problem einer negativen Norm?’. Teilchen mit
negativer Norm bezeichnet man als ,,Geister*.

Der Operator ai bereitet noch eine weitere Schwierigkeit. Betrachtet man etwa den Aus-

druck der Energie
P=p — —/dgkwkg”’\:aj\r(/g)a)\(lg):
= [ @ [af Brag ()~ (af Fas () + af Ry () + af (B () .

so sieht man, da} E im allgemeinen nicht positiv definit sein wird.

Wenn wir jedoch

ay (k) = ai (k)

als eine Operatorgleichung (als Folge der Lorentz-Konvention) auffassen, so ist dann

und natiirlich

Zsiehe auch Bogoliubov [3]
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In beiden Ausdriicken erstrecken sich die Summen nur iiber die ,transversalen Kompo-
nenten“, und garantieren so positiv definite Ausdriicke.

Im Abschlufl wollen wir noch die Lorentz-Konvention in einer quantisierten Theorie un-
tersuchen. Zu diesem Zweck berechnen wir den Kommutator zweier Vektorpotentiale an
verschiedenen Raumzeitpunkten. Mit der Entwicklung fiir A,(z) und den Vertauschungs-

relationen fiir af(/z) findet man die folgende singuldre Funktion:

d3kk, - 4+ —i(kz—Fk'y) + - +i(kz—k'y)
[Au(z u€>\u lay,a,] e Y+ laya,] e K
2(27)3 v/ wrwk’ NS —
—g2p03) (E—K') g, 0B (R—F)
d4k —ik(z—
[Au(@), A (9)] = | e = guv| = gw/ (%)35(1{:2)6 HEwe (1),

[Au(2), Au(y)] = —iguwA(r — y). (127)

wobei wir aus Kapitel 3.3.1 wissen, dafl fiir m = 0 die singuldre Funktion durch

Aw—y) = —i / (;ﬂfj 5(R2)e= k) (1)

gegeben ist.

Daraus resultiert ein Widerspruch, da nach Lorentz-Konvention gilt:

" Au(x), A(y) | = —i0,Ax —y) # 0.
———~

=0

Deshalb kann die Lorentz-Konvention nur als schwache Operatorgleichung gelten, das

heif3t, nur fiir
0" A, (z)|physikalische Zustiande >= 0.

Die Forderung trifft also nur auf Matrixelemente
(o] 0" Ay(z) ) = 0

von physikalischen Zusténde («| und |5) zu
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3.5 Die Quantisierung des freien Dirac Feldes
3.5.1 Bemerkungen iiber identische Teilchen und die Unterscheidbarkeit

Wenn man den Quantenzustand von identischen Teilchen beschreiben will, treten im Ge-
gensatz zur klassischen Betrachtungsweise neue, bisher unbekannte Aspekte auf. Die Un-
unterscheidbarkeit der Teilchen hat zur Folge, dafl sich die entsprechenden Wellenfunk-
tionen iiberlappen (Klassisch: Kennzeichnung von 2 Billardkugeln durch zwei Farben hat
keinen Einflufl auf ihre Bewegung).
In der Quantenmechanik wird der Zustand von n identischen Teilchen durch einen vollstéandigen
Satz von dynamischen Variablen a fiir jedes einzelne Teilchen bestimmt. Speziell ist ein
Zustand so bestimmt, dal von den n’ Teilchen durch die Eigenwerte a’, n” Teilchen durch
die Eigenwerte a”, etc. charakterisiert werden. Da die Teilchen ununterscheidbar sein sol-
len, ist es nicht moglich zu sagen, welches Teilchen durch a’ oder a” festgelegt ist.
Um den Quantenzustand von Vielteilchensystemen sinnvoll beschreiben zu kénnen, ma-
chen wir die Annahme, dafl ein bestimmter vollstéindiger Satz von dynamischen Variablen
ausreicht, um alle Teilchen der gleichen Art zu charakterisieren. Dies soll auch bei Anwe-
senheit von Wechselwirkungen giiltig sein. Das bedeutet praktisch, falls wir die Eigenwerte
a', a”, .. fiir die n’, n” Teilchen kennen, daf§ auch der Zustand des direkten Produktes ge-
geben ist.
Studieren wir die Situation fiir ein 2-Teilchen System (n = n’ = n” = 2). Der Basiszustand
eines solchen Systems ist durch |a’ > |a” > gegeben. Wegen der Ununterscheidbarkeit ist
auch |a” > |a’ > ein moglicher Zustand. Im allgemeinen gibt es n! verschiedene Vektoren,
die alle die gleiche physikalische Situation beschreiben. Wegen des Superpositionsprizi-
pes ist auch jede Linearkombination eine erlaubte Beschreibungsform. Von allen diesen
Moéglichkeiten kann jedoch nur ein Zustandsvektor den wirklichen Sachverhalt charakte-
risieren. Es bedarf daher gewisser Kriterien, um die restlichen auszuschlieflen.
Die Natur lehrt uns, daf§ aus der genannten Menge von Moglichkeiten nur zwei physikalisch
annehmbar sind: Jene, die vollkommen symmetrisch bzw. vollkommen antisymmetrisch
beziiglich einer Vertauschung der Eigenwerte sind.
Fiir n = 2 bedeutet dies:

Ny =2>= L(]al > |ag > *l|ag > |ag >).

V2

Dies kann gruppentheoretisch mit Hilfe der sogenannten Symmetriegruppen gezeigt wer-
den. An Hand unseres einfachen Beispiels kann dies jedoch sofort verstanden werden,
da es sich in der Natur um zwei Arten von Teilchen dreht: Die Bosonen (Teilchen mit
ganzzahligem Spin) und die Fermionen (Teilchen mit halbzahligem Spin). Die Bosonen,
die sogenannten Austauschteilchen, vermitteln die Wechselwirkung zwischen den Fermio-

nen, den Materieteilchen (siehe QFT 2 [9]). So ordnet man aus der Erfahrung heraus
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den Fermionen den total antisymmetrischen Zustand zu, um das Pauli-Verbot in konsi-
stenter Weise einbauen zu kénnen. Dieses AusschlieBungsprinzip besagt, dafl identische
Fermionen eines Systems nur einfach besetzt sein diirfen. Ist dies nicht erfiillt, so muf}
der entsprechende Zustand verschwinden. In unserem einfachen Beispiel bedeutet dies fiir
a =ad", daf3

n=2>_=0

gilt.
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3.5.2 Die Konsequenzen des Pauli-Verbotes auf die

Quantisierungsprozedur

Bei der Quantisierung des freien Fermi-Feldes fithrt man ebenfalls das Konzept der Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren unter Beriicksichtigung des AusschlieSungsprinzips ein. Die-

ses besagt, dafl zwei Fermionen quantenmechanisch nicht im gleichen Zustand befinden
diirfen.

Wir folgen dem Vorbild der skalaren Theorie und definieren zunéchst einen Vakuums-
zustand ¢q, der keine Teilchen enthélt. Ein Erzeugungsoperator wird dann so definiert
sein, dafl er auf ¢y angewandt einen Einteilchenzustand aus der Menge von n-moglichen

Zustdnden mit der Quantenzahl a erzeugt.
bydo = da=10---1---). (128)

Die rechte Seite von Gleichung (128) bedarf einer Erlduterung. Infolge des Ausschlie-

Bungsprinzips ist der Zustand a entweder leer oder besetzt. Wir beschreiben diese beiden
Moglichkeiten durch zweikomponentige ,, Vektoren “

G G

an. Folglich ist der Vakuumszustand eine Produkt von lauter unbesetzten Zusténden

Cbo:H((l)) ,
a’'=1 a’

wahrend der Einteilchenzustand einfach lautet:

()00,

Folglich kann der Erzeugungsoperator durch eine 2 x 2 Matrix dargestellt werden, die

b))

erzeugt. Jede Matrix der Gestalt
— rz 1
a y 0 .

(mit beliebigen x und y) leistet dies. Das Pauli-Verbot verlangt jedoch, dafl gilt:

i) () - (0).6)-()
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Daraus folgert man, dal z = y = 0 und daher:

. (01
a(03) -

Auf dhnliche Weise erhélt man die entsprechenden Vernichtungsoperatoren:

0 0
b, = (1 0 )a. (130)

b}, und b, sind also hermite’sch konjugiert zueinander. Aus der expliziten Gestalt von b,

b, folgen die einfachen Antivertauschungsrelationen:
{bus bk = {0705} = (131)

{ba, b} = 16,0 (132)

Wir sehen also, dal das AusschlieSungsprinzip Antivertauschungsrelationen zwischen den

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eingefiihrt hat.
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3.5.3 Die Quantisierung
Als Ansatz fiir die Quantisierung dient der folgende klassische kovariante Ausdruck

1 4 2 _ 2\ otk
U, (z) = o / ko (k VB, (k)etike,

wlw

Daraus folgt:

+ Vo (—wy, l;)e”’“

kO——wk) ’

1 Bk [ - o
/— (\Ifa(wk,k)e“m

VU, (x) =
(=) (2m)e J 2w KO=u
Setzt man im zweiten Integranden k= —/2, so ergibt sich
1 3k /- S ~ -
U, (z) = an (qza B)et ™ G (—wp, —K ﬂ’“) .
)= Gt | o, (Belen D™ e Re) |

1] definiert man besser:

In Anlehnung an Bjorken und Drell |1

1 3k S
\Ija = k +ikx \I/ —k —ikx
) (2@‘3/2% V Wk alwr, * Wal-wp, ke ) kO=wy
(133)

1 Bk -
— 3 / +’ka + \i2n (k,)efzk:p)
(2m)2 J 2wy \/ wk

Dieser Ausdruck soll nun quantisiert werden, d.h. wir werden in U= (k) und ¥ (k) die

entsprechenden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren vermuten. Da nun

kO=w;,

(i ¥ —m)¥(x) =0

(K —m). 95 (k) =0, (134)
(K+m) 5 Wk (k) = (135)

gilt, folgt natiirlich:

Die Matrixstruktur der Losungen \Ilgc wird sehr wesentlich von der Wahl der Darstellung

fiir die y-Matrizen abhéngen.

Wir wahlen:
o_ (10 . [0 ¢

! 0 -1/’ T -3 0. )
Wegen der Lorentz-Invarianz stellen wir unsere Betrachtungen in einem System an, wo

k = 0 ist. In einem solchen Bezugssystem dem ,, Ruhesystem* gilt
2.

k2 — k02 —

Unsere Gleichungen nehmen daher die folgende Gestalt an

m(y" = 1)¥(0) =0,
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m(y° + )W (0) = 0.

Mit der obigen Wahl der Darstellung fiir 4 ergeben sich folgende zwei Matrixgleichungen:

00 0 O U1 (0)
00 0 O vy (0) | 0
00 -1 0 W5 (0) ’
00 0 -1 v, (0)
100 0 U (0)
01 00 U3 (0) _0
00 00 U5 (0)
00 00 U (0)
Im Ruhesystem (k = 0) erhalten wir daher:
1 0
0 1
v (0)=c +c ;
Or=aly “ o
0 0
0 0
0 0
\I/;t(O) = C3 1 + ¢y 0
0 1
Die entsprechenden Spaltenvektoren
1 0
0 1
0|’ 0|’
0 0

beschreiben gerade die Spinfreiheitsgrade. In einem beliebigen System k # 0 hat man

dann:

U, (k) = bk, s)ual(k, s),

UE(k) = d¥(k, s)va(k,s).

Dabei erfiillen die Spinoren u, und v, die folgenden Gleichungen:



(136)

Als Gesamtlosung erhalten wir dann
§)ua(k, s)e™ ™ 4+ d* (k, s)va (K, ) ’]m>

1 d3k
), - jm
a(l’) 3 ka wk 1.

2

Fiir den adjungierten Spinor
\Ila — ‘11+’)/0
ergibt sich:
1 Bk [m A ,
W, (x) = — ) — bti,e™ + do,e ") | 137
( ) (271')% 2w\ wy %S: ( ) ( )
Wir konnen die folgenden Antivertauschungsrelationen aufstellen:
{b(fé s), bt (F, 5')} — 5y 8O — B, (138)
{d(E, s),d* (', s')} — 5,00 (k — k) (139)
[Wal@), U ()} oo = apd®(F — 7). (140)
Nachsatz:
WU, U] = /d%\p( X —m)¥

Aus
erkennt man, dafl auch hier die kanonische Quantisierungsprozedur versagt, denn der

kanonische Impuls zu ¥ verschwindet
OE
=1l =0,
o

wahrend das entsprechende Pendant IIy durch
9L _ = Uy = Ut

v
gegeben ist. Diese Formel erkldrt Gleichung (140) - allerdings mit dem Antikommutator

bei gleichen Zeiten. Der Antikommutator steht fiir die Fermi-Statistik
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A Anhang

A.1 Erginzungen zur Hamilton-Dichte des Klein-Gordon-Feldes

Fiir freie Felder berechnetet man folgendermaflen die Hamilton-Dichte:
H = ¢r—L=¢*— % (8,00" ¢ — m*¢?)
TR B RN Py N
= 50b+ VoV + Smio
= % (¢2 + VoV + m2¢2> >0 (positiv definit).
Zwecks Einsetzen in obiger Gleichung berechnen wir:
o) = [ [t @)+ @]
o) = [ b i@ ® - flo)al)].
Vo) = [ @hiF [~ B + ().

#a) = [ [ @rr e (Fa" ) - fia®) (0" @) - foal®))
= [ [ ek - [fi foa Bt (7) = fispalflat (@)
~fifwa (B)a(k) + fifialRa(R),

ik = S
) on2on
fele = (27T>3\/12wgm6i(kk/)x’
fifw = (27)3\/12M€72wk/6i(kkl)w’
Jefw = (QW)Sme_i(Hk,)x,
To(@)Vo(r) = / / PREK(~FE) [~ f7 (@0)a* () + ful)alB)

- / / PRaK () [ 1 (@) (w)a* (B)a*
— fi (@) fu(w)at (R)a </¥>+fk< ) feo(@)a(k)a <E’>]

86



Fir m = 0:

. - 1 S ,
d3 2 2 _ / d3 / d3k / d3k,/ _ kK i(k+k )x
/ o <¢ + (V(b) ) atat . (271')3\/ 20y 2wy [ Wriw ]e

Folgendes Integral berechnen wir

/d3mei(k+k’)x _ /d3xei(wkz0+wk/zo—i(E—i-E’)z _ eikaz05(3)(E+ ];,’/)

Eingesetzt folgt aus der Bewegungsgleichung im Impulsraum:

/ P+ (F6))

1 1. Wi T It -
- / <2w)3\/m[;‘*2f_’“2l62 o+ (B)at () = 0.

=0

atat
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A.2 Kommutatorbeziehung der alternativen Quantisierungspro-

zedur

(O, ),0(T,1)] =0 [o(T,1),6(Z,1)] = —id(T ~ ) [V.o(T,1), 6T, 1)] =

0
Qo) = / dBw/([é(ﬂc’)@W(w’),Gﬁ(w)]—§9uo [0L¢<x’>8’“¢<w’>—m¢2<w’>,¢<w>])

= [ @ {olm 0000, 05.0) + 5.0 6z D)0

— S0 (002 D[ 1), 6(7, 1)) + [L0(F 0), (7, 0] (7, 1) |

@uol = [ {o@ 0@ 0.0 0]+ 0,0, 0] (1)

—5 (3@ 0131, 0.0 + (T 1), (7. D) )

2
+VO(& 1) [VO(@, 1), 6(F. )] + [Vo(@, 1), 6(7, )] Vo(&' 1)) }
=0 =0
Daraus folgt 5
[Qo, 6(2)) = —id(x) = —im—50(7,2").

,

Qi 0] = / &z’ {W, t) [V, 1), §(Z, )] +[d(T, 1), 6(Z, 1)V (T, t>} ,

_ / P67 — T)VH(T 1) = —iVH(7,1).

Somit erhalt man:

1Quot)] = i [ @k [ EFhla @ala @)f @)+ olf) i),
fex]

— | & / PHiky, (" (F) (@) — a(F) fo (@) [a®), a* (8]
i0,0(x) = / &Prik, (a+(1§) Fi(a) — a(k) fk(yc)> .

Von dieser Beziehung schliefit man auf

[a(/;'), a+(/;’)} — 5Ok — k).




A.3 Wiederholung: 3 Felder der freien Theorie

Zusammenfassung freie QF T (Klein-Gordon-Feld, Elektromagnetisches Feld, Dirac-Feld):

(O +m)ola) =0, Lo = (30040 — m*6?),
1

oMF,, 0,A"=0, L= _ZFP”’FW’

(i ¥ —m)apthg(x) =0,  Lo=1(i ¥ —m)p.

Euler-Lagrange Gleichung

oL oL

a_\lj_ umzou \II:((bJAuvd})

SW[W] = / d*zL(V,0,0)

Kommutatorbeziehungen der freien Theorie

ak).a* (])| = 69k - ), aB).a(f)] = | (B),a* ()]
oy (), a3 ()] = 90209 — ),
{b(E, s), bt (K, s/)} — 5y 8O — B, {d(E, s),d* (k' s’)} W I

[Au(z), A (y)] = —igAlz —y),
{¥al2), 05 (&)} = 82569 (@ -

8y
\./
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